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Sommario

Il presente lavoro si occupa di fornire un’introduzione alle nozioni basilari
della Teoria Insiemistica Musicale e di approfondirne due aspetti legati al
concetto di vettore intervallare: verrà studiata la sua non degenerazione (os-
sia verranno individuati criteri per stabilire quando un vettore possa dirsi
effettivamente vettore intervallare di un qualche set di note) e verrà studiato
il problema della Z-relation (ossia si cercherà di stabilire quando e in quale
modo due set di note che non si corrispondono per trasposizione o inver-
sione condividono il medesimo vettore intervallare) e delle sue estensioni a
ordini superiori (ZM -relation). Dal gruppo additivo Z12 (corrispondente ai
dodici suoni del sistema temperato equabile classico) si procederà per gene-
ralzzazioni successive, che porteranno l’analisi dapprima al generico gruppo
additivo Zm, e quindi all’anello Z degli interi.

Lo studio della non degenerazione, puramente teorico (cioè senza alcuna
utilità immediata nella composizione musicale), porterà all’individuazione di
una condizione necessaria e sufficiente contenuta in un teorema di struttura.
Si procederà poi introducendo la nozione di spazio generato, implicitamente
ed esplicitamente, e si ritradurrà il precedente teorema di struttura alla luce
delle nuove definizioni.

L’analisi della Z-relation (che ha invece numerosi risvolti pratici composi-
tivi), oltre a ripercorrere alcune tappe già compiute (teorema di complemen-
tazione per i vettori intervallari, GHT), porterà a un risultato sull’interazio-
ne tra operazioni moltiplicative e vettore intervallare. Analogamente, per
la ZM -relation verranno fornite le nozioni basilari (funzione di embedding,
inclusione astratta, M -vettore), verranno ripercorse le tappe già compiute
(lemma di Lewin, esistenza e annidamento degli ZM -set, indice di unicità)
e - nel tentativo di comprendere l’interazione tra M -vettori e complemen-
tazione - verrà proposto un nuovo approccio (di tipo algebrico-lineare), che
porterà, tra gli altri risultati, a un’elegante generalizzazione del GHT e a
una nuova chiave di lettura anche per il problema degli Z-set.

Una volta trasferito lo scheletro formale della Teoria Insiemistica Musi-
cale a Z, verrà formulata un’analogia tra vettori intervallari e triangoli validi,
sarà individuato un metodo più veloce per la verifica della non degenerazione
di un set di note e verrà mostrata l’esistenza di infiniti Z-set.

Verrà mostrato in appendice un più efficiente algoritmo per la compila-
zione della tabella delle forme primarie, mediante il quale è stata rilevata
una Z3-tripletta in Z28 e sono state compilate le tabelle con le frequenze
della comparsa di Z-set nell gruppo Zm (ove il limite è stato incrementato
a m = 28) di Z3-set nel gruppo Zm (sino a m = 28) e di Z-set nell’anello Z
degli interi (sino a un’estensione pari a 20). Verrà inoltre fornita anche una
lista con gli indici di unicità per Zm sino a m = 28.
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4 Le set-class 27
4.1 Operazioni e vettori intervallari . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 La forma primaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.2.1 Forma primaria “alla Forte” . . . . . . . . . . . . . . . 28

1



4.2.2 Forma primaria tout-court . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.2.3 La forma normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.3 Ordinamento tra set-class . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.3.1 Orientamento di set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.4 Il duplice problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5 Generalizzazione a Zm 33

6 Condizioni di compatibilità 39
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Capitolo 1

Introduzione

Music, which should pulsate with life, needs new
means of expression, and science alone can infuse
it with youthful vigor.

Edgar Varèse

1.1 Breve introduzione alla Teoria Insiemistica Musicale

1.1.1 Ambito di interesse

La cosiddetta Teoria Insiemistica Musicale (dall’inglese Musical Set Theory)
è una branca della matematica che è nata per fornire gli strumenti fondamen-
tali per la categorizzazione, la descrizione e la formalizzazione delle strutture
musicali e delle relazioni che tra esse intercorrono.

La dicitura “Teoria Insiemistica Musicale” è in un certo modo fuorviante,
nel senso che tale teoria è legata maggiormente alla teoria algebrica dei
gruppi o al calcolo combinatorio, piuttosto che alla vera e propria Teoria
Insiemistica matematica, di cui tuttavia eredita le basi.

La terminologia, pur in parte mutuata dall’ambito algebrico e insiemi-
stico, conserva in una certa misura le derivazioni che le giungono in primis
dall’ambito della composizione musicale. Ad esempio, laddove in matema-
tica si parlerebbe di traslazione e di riflessione, nella Teoria Insiemistica
Musicale si parla di trasposizione e inversione, o ancora in luogo delle classi
di equivalenza del gruppo additivo Zm si parla di pitch-classes, di note.

La visione matematizzata della realtà musicale porta innanzitutto la
Teoria Insiemistica Musicale ad agire a partire dal gruppo additivo Z12, es-
sendo 12 le note del sistema temperato equabile classico, in voga ormai da
qualche secolo. Si procederà poi per generalizzazioni successive, estendendo
i risultati a tutti gli altri sistemi temperati equabili, tra i quali va ad assu-
mere una posizione privilegiata il sistema quartitonale (ormai quasi univer-
salmente utilizzato nella prassi compositiva contemporanea), in cui l’ottava
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viene ripartita egualmente in ventiquattro unità fondamentali, rappresentate
matematicamente dagli elementi del gruppo additivo Z24.

1.1.2 Nascita e sviluppo

Le prime nozioni sono state sviluppate negli anni Sessanta da Howard Han-
son, ancora in relazione alla musica tonale ([13]), ma poi immediatamente
generalizzate e approfondite negli anni Settanta grazie all’essenziale contri-
buto della scuola americana, in particolare grazie alla dicotomia tra l’approc-
cio più compositivo di Milton Babbitt ([3]) e all’approccio più radicalmente
analitico di Allen Forte ([12]). Successivamente John Rahn ([25]) e David
Lewin ([16]) hanno contribuito ad estendere gli ambiti di applicabilità delle
teorie.

1.1.3 Un triplice ruolo

Benché ciò non apparisse chiaro negli anni Sessanta, oggi la Teoria Insiemi-
stica Musicale va acquisendo sempre più un triplice ruolo all’interno di quella
striscia di terra (sempre più battuta) tra la matematica e la composizione
musicale.

1. Innanzitutto la Teoria Insiemistica Musicale ha una funzione anali-
tica, nel senso che fornisce dei mezzi e degli strumenti matematici
per poter analizzare a posteriori partiture musicali. Quali composi-
zioni (cioè di che tipo, di che periodo) si sia legittimati ad analizzare
con tali strumenti è una vexata quaestio di cui in questa sede non ci
occupiamo.

2. In secondo luogo (ma solo perché la potenza di tale ruolo si è venuta
configurando completamente solo successivamente) la Teoria Insiemi-
stica Musicale ha una funzione propositiva, nel senso che fornisce al
compositore del vero e proprio materiale (che nella pratica saranno
insiemi di note con certe proprietà) con il quale egli può poi costruire
il proprio brano. Al compositore vengono forniti dei “mattoni” con
cui egli può poi costruire le proprie creazioni, con la garanzia che tra i
“mattoni” intercorrano particolari relazioni matematiche le quali - se
ben calibrate - si traducono senza alcun dubbio in relazioni fisiologiche
che gli elementi musicali fanno convergere all’orecchio dell’ascoltatore.1

3. In terzo luogo - potrebbe sembrare strano - la Teoria Insiemistica Musi-
cale può fornire spunti matematici per la soluzione di altri problemi.
Ad esempio Ralph Fox utilizzò una sua dimostrazione del General He-
xachord Theorem per proporre una soluzione al problema di Waring

1È il caso, come vedremo, della Z-relation, o dell’inclusione astratta di set di note.
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(problema di teoria dei numeri). In modo del tutto analogo, il pro-
blema della Z-relation potrebbe condurre la ricerca in regioni ancora
sconosciute - regioni che si potrebbero intuire analizzando le Q-grids
che Stephen Soderberg individua in [31].

1.2 I parametri dell’analisi

1.2.1 Parametri locali, parametri globali

I parametri musicali (ovvero sia, informalmente, gli “attributi” propri dei
var̂ı elementi di una composizione musicale) sono numerosi, e si possono
distinguere in parametri locali e globali. Ad esempio, l’altezza (o equivalen-
temente la frequenza in Hertz) e il ritmo o la durata sono parametri locali,
nel senso che sono attribuibili a singole note o gruppi di note. Viceversa la
forma è tradizionalmente un parametro globale, nel senso che non concerne
la struttura delle singole note o dei singoli gruppi di note, ma riguarda il
brano musicale nella sua interezza.

Nella seconda metà del Novecento questa distinzione cos̀ı netta si è tut-
tavia andata stemperando, e non sono rari i tentativi di controllo globale di
parametri tradizionalmente locali2 o di controllo locale di parametri tradizio-
nalmente globali3 - per un’ottima e ben più approfondita analisi si rimanda
allo scritto [19] di Guerino Mazzola.

1.2.2 Materiale compositivo e composizione

Nell’atto compositivo, un compositore si trova a dover affrontare il problema
della definizione di tutti questi parametri musicali. L’impresa che, con una
mentalità si potrebbe dire “ingenua”, veniva affrontata per lo più a cuor leg-
gero nei secoli passati, ora si carica della responsabilità data dalla coscienza
del numero esorbitante di elementi da definire. Il Novecento ci ha insegnato
che, qualunque sia il grado di controllo dei var̂ı attributi, in fin dei conti
ogni nota deve poi essere definita4 in piccolo dai suoi parametri (innanzi-
tutto altezza, durata e intensità) - ogni nota è di per sé un piccolo universo
musicale, direbbe Luigi Nono. Da un punto di vista più filosofico, potremmo

2È ad esempio il caso della musica stocastica di Iannis Xenakis, in cui l’obiettivo è
un controllo globale di parametri come l’altezza o la durata, esattamente come in fisica
si ha un controllo generale delle proprietà di un gas pur senza addentrarsi nel controllo
particolare di ogni singola molecola.

3Ad esempio l’idea di microforma è l’esasperazione di un processo di localizzazione del
tradizionalmente globale parametro di forma.

4Anche Xenakis, che pur richiedeva un controllo globale del parametro altezza, dovette
scrivere note precise di una durata precisa. Il fatto che tale controllo fosse globale non
significa che nel piccolo ogni nota non abbia i propri attributi locali, ma solo che tali
attributi saranno mutuati da una più ampia visione generale.
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dire che la coscienza dell’infinito numero di possibilità, su cui la creatività
del compositore è chiamata ad agire, generera una sorta di “angoscia”.

Di qui la necessità di limitare il campo di azione di questa creatività
a un ambito più ristretto, di fare agire lo spunto creativo (almeno inizial-
mente, almeno come base di appoggio - e non come regola inviolabile) su
un numero più ridotto di valori assumibili dai parametri. Si tratta dunque
di crearsi coscientemente una certa “recinzione” che delimiti il numero di
possibilità. Tale “recinzione” deve ovviamente essere scelta ad hoc, e la sua
scelta costituisce il primo passo della composizione musicale. Tale “recinzio-
ne” è proprio il materiale compositivo che può essere ricavato in var̂ı modi e
la cui formulazione è anche compito della funzione propositiva della Teoria
Insiemistica Musicale.

1.2.3 Il parametro altezza

Voila... it seems that I’m going to talk about
pitches. Again.

Michael Jarrell,
durante una lezione di analisi musicale

Il materiale musicale può riferirsi naturalmente a più parametri: un com-
positore può scegliere di utilizzare in un brano solo alcune dinamiche (ad
esempio solo le dinamiche fino al pianissimo), oppure solo alcuni ritmi o du-
rate.5 Tuttavia, storicamente, il parametro che viene maggiormente limitato
dall’utilizzo di materiale musicale è il parametro altezza.

Questo ha senso per svariate ragioni. Innanzitutto tradizionalmente è
l’altezza il parametro più “difficile” da controllare. La musica tonale si
era scelta un certo numero di particolari sottoinsiemi del totale cromatico
(l’insieme di tutte le dodici note), all’interno dei quali poteva far agire libe-
ramente lo spunto creativo del compositore. L’allargamento della tonalità
ha portato, a cavallo tra Ottocento e Novecento, all’utilizzo di nuovi ambiti
sonori. La musica dodecafonica della seconda scuola di Vienna (Schönberg,
Webern, Berg) ha portato all’identificazione di materiale musicale non tan-
to come insieme di note su cui lavorare, ma quanto come serie (succedersi
continuo e direzionato di note). La serialità (e in particolare la dodecafonia)
costituiscono probabilmente il primo esempio in cui lo scrivere musicale è
subordinato alla scelta di un certo materiale non tanto per criteri istintivi,
quanto per criteri sostanzialmente assiomatici affiancati da una visione più
matematizzata della realtà.6

5E naturalmente materiali musicali diversi possono essere messi in relazione, cosicché
ad esempio ogni volta che una certa nota è presente, è presente con una certa durata e
con un certo timbro, e cos̀ı via.

6Come scrive George Perle in [23], “la più importante influenza del metodo di Schönberg
non sta nell’idea in sé della serie di 12 note, ma nei concetti di permutazione di sim-
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Si tratta, però, sempre del controllo dell’altezza, laddove invece parame-
tri locali quali ritmo, dinamica o timbro sono lasciati all’estro creativo del
compositore.

Per gli altri parametri, bisogna sostanzialmente aspettare la cosiddetta
serializzazione totale che ha visto Boulez, Babbitt ed altri “programmare” a
priori non le altezze ma anche gli altri parametri come la dinamica, la durata,
il timbro. Portando al limite questa linea di pensiero, una composizione è
data unicamente dalla mera trascrizione di un programma “matematico”
scelto a priori.

È chiaro che ogni compositore deve scegliersi un posto all’interno di
questa scala che va dalla creatività senza alcun materiale alla serializzione
totale, ed è altrettanto chiaro che gli estremi di tale scala sono pressoché
impraticabili. Ogni compositore infatti cerca di trovare una propria identità,
che è data essenzialmente dal modo in cui tratta il materiale che sceglie: nel
momento in cui l’atto compositivo si traduce in una mera trascrizione di un
procedimento programmativo a priori, le differenze tra un compositore e un
altro vengono praticamente azzerate.

L’idea è dunque che l’insieme del materiale musicale (cioè l’insieme dei
vincoli cui il compositore si autoimpone di sottostare) debba essere essere
rigido ma non troppo. Questo non implica che un compositore non possa vin-
colarsi nel parametro del timbro o nel parametro delle durate7, ma significa
sicuramente che il parametro dell’altezza è il più delicato da trattare.

Ha dunque senso che, tra tutti i parametri, la Teoria Insiemistica Mu-
sicale tratti principalmente (per non dire quasi unicamente) del parametro
dell’altezza.

1.3 Obiettivi della presente trattazione

1.3.1 Analisi dei vettori intervallari

La presente trattazione si pone come obiettivo fornire una panoramica ac-
curata di un particolare aspetto della Teoria Insiemistica Musicale, quello
legato all’algebra dei vettori intervallari. Si cercheranno le proprietà della
corrispondenza tra un set di note e il relativo vettore intervallare, in partico-
lare si cercherà di rispondere alla duplice domanda: a quanti set corrisponde
un dato vettore intervallare? Il che si ripercuote nello sdoppiamento: “Esiste
un set avente un dato vettore intervallare?” (problema della non degenera-

metria per inversione e complementazione, di invarianza per trasformazioni, di costru-
zione di aggregati, di sistemi chiusi, di proprietà di adiacenza come compositivamente
determinanti.”

7Un esempio tra tanti è il sesto brano del Canto Sospeso di Luigi Nono, in cui la
gestione di ritmo (e anche della forma) è addirittura quasi più “matematizzata” della
gestione delle altezze, dato che (come mostrato dal compositore G. Ulivelli) i ritmi sono
scanditi da precise permutazioni dei primi numeri della sequenza di Fibonacci.
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zione) e: “Quanti set condividono lo stesso vettore intervallare?” (problema
degli Z-set).

1.3.2 Utilità compositiva

A parte lo studio algebrico astratto dei vettori intervallari, ci si può chie-
dere quale sia l’utilità pratica della presente trattazione per un composi-
tore. Come si vedrà meglio nel seguito, tale utilità è data dal fatto che
sostanzialmente vengono forniti diversi spunti nella determinazione di un
materiale musicale che possieda certe proprietà; in particolare la trattazione
suggerisce:

• il possibile utilizzo nella determinazione del materiale musicale degli
Z-set, le cui proprietà acustico-fisiologiche sono qui postulate8 e le cui
proprietà matematiche sono approfonditamente analizzate nel seguito;

• il possibile utilizzo anche degli ZM -set, ove all’aumentare di M l’affi-
nità sia acustica sia insiemistica tra i set aumenta - in particolare il
fatto che gli ZM -set siano annidati, e che quindi siano sempre meno
all’aumentare di M suggerisce che essi siano degli insiemi in un certo
qual modo “privilegiati” per la scrittura;

• di utilizzare l’idea di indice di unicità U per avere una relazione biuni-
voca tra set di note e U -vettori non degeneri, relazione che può essere
utilizzata per trattare paritariamente set di note e vettori intervallari;

• di collegare la presenza di Z-set a una sorta di “perdita di informazio-
ne”;

• che la Z-relation può essere estesa coerentemente anche all’anello degli
interi Z, e il fatto che gli Z-set negli interi siano “pochi” fa di loro degli
insiemi “privilegiati” per la scrittura.

8Cioè si postula - e non è peregrino farlo - che all’ascolto brani costruiti con set di note
Z-related risultino in qualche modo collegati per analogia.
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Parte I

Algebra dei vettori
intervallari in Z12 e in Zm
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Capitolo 2

Nozioni di base

It appears to me that the subject of music, from
Machaut to Boulez, has always been its
construction. Melodies of 12-tone rows just don’t
happen. They must be constructed.

Classic Essays on Twentieth-Century Music
Morton Feldman

2.1 Set di note

2.1.1 Definizioni

Definizione 2.1. Si definisce pitch-class (o anche, più semplicemente,
nota1) ciascun elemento del gruppo additivo Z12.

Intuitivamente si procede ad associare ad ogni numero una nota della
scala cromatica: alla classe 0 = [0] = [0]12 il do, alla classe 1 = [1] = [1]12
il do#, e cos̀ı via. Talvolta utilizzeremo un piccolo abuso di notazione,
scrivendo che a ≤ b e intendendo che il più piccolo intero non negativo
della classe a è minore del più piccolo intero non negativo della classe b.
Analogamente per le altre comuni relazioni d’ordine tra interi.

La totalità delle note, cioè Z12, sarà detto totale cromatico.
1Se si vuole considerare, come in questa sede, le note indipendentemente dalla loro

ottava la dicitura “nota” risulta leggermente più impropria rispetto al termine inglese
“pitch-class”, che rappresenta meglio l’operazione di quoziente rispetto alle trasposizioni
di ottava - tuttavia per brevità la dicitura “nota” sarà ampiamente utilizzata, nonostante,
come nota Regener in [27], non è cosi naturale “assumere che una nota sia indipendente dal
suo piazzamento d’ottava, cos̀ı come che un accordo sia indipendente dalla trasposizione
o dal contesto musicale”. In letteratura il termine “pitch-class” ormai è assodato; per
semplicità tuttavia continueremo a tradurlo con il termine “nota”, consci del leggero abuso
di linguaggio.
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Figura 2.1: Diagrammi di Krenek rispettivamente per i set di note
{1, 2, 6, 9, 11} per (i) e {2, 4, 8, 11}, cioè la settima di dominante costruita su
mi, per (ii).

Definizione 2.2. Si definisce insieme di note o set di note o pitch-class
set o anche accordo qualsiasi sottoinsieme del totale cromatico.

2.1.2 Diagrammi di Krenek

Si può rappresentare un set di note con il cosiddetto diagramma di Krenek,
ovvero un intuitivo diagramma a forma di orologio che rappresenta il gruppo
Z12, su cui vengono evidenziate le note presenti in un dato set mediante
apposizione di pallini sulle relative “ore”. Si veda la figura (2.1) per avere
un’eloquente esemplificazione.

2.2 Operazioni

Definizione 2.3. Si definisce complementazione un’operazione unaria

C : P(Z12) → P(Z12)

che a un set di note A ∈ P(Z12) associa il set di note C(A) = Z12 − A ∈
P(Z12). C(A) è formato quindi da tutte le note che appartengono al totale
cromatico Z12 ma non appartengono ad A.

Proprietà immediate. Chiaramente C(Z12) = ∅ e C(∅) = Z12. Inoltre
C(C(A)) = A, e in generale C ◦C = id, ove id è la trasformazione identica;
da questo si ricava che C(A) = C(B) se e solo se A = B.

Definizione 2.4. Si definisce j-esima trasposizione (j ∈ Z) un’operazio-
ne unaria

Tj : P(Z12) → P(Z12)

14



che a un set di note A = {a1, . . . , an} ∈ P(Z12) associa il set di note Tj(A) =
{a1 + [j]12, . . . , an + [j]12}.

La j-esima trasposizione di un set di note A non è altro che una somma
tra classi all’interno del gruppo additivo Z12, in particolare è la somma tra
ciascuna delle classi che costituiscono l’insieme A e la classe [j]12.

Tj(A) è ottenuto quindi sostituendo a ciascuna nota dell’insieme A la
nota che si trova a una distanza di j semitoni da essa (superiore o inferiore
a seconda che j > 0 o j < 0).

Proprietà immediate. Ovviamente le proprietà di Tj si ricavano dalle
proprietà della somma in Z12. Ad esempio Tj = T12k+j per ogni k ∈ Z, e
dunque possiamo occuparci delle trasposizioni con 0 ≤ j < 12. Chiaramente
T0 = id e inoltre Tj◦Tk = Tj+k. Infine Tj◦C = C◦Tj , ovvero la trasposizione
e la complementarizzazione commutano.

Definizione 2.5. Si definisce inversione un’operazione unaria

I : P(Z12) → P(Z12)

che a un set di note A = {a1, . . . , an} ∈ P(Z12) associa il set di note I(A) =
{−a1, . . . ,−an}.

L’inversione di un set di note A non è altro che il set costituito dall’in-
verso di ciascuna classe del gruppo additivo Z12.

I(A) è ottenuto quindi riflettendo specularmente rispetto allo zero (do)
ciascuna nota dell’insieme A.

Proprietà immediate. Anche le proprietà dell’inversione si ricavano dal-
le proprietà degli inversi in Z12. I è chiaramente involutiva: I ◦ I =
id. Inoltre I ◦ C = C ◦ I, ovvero l’inversione e la complementarizzazione
commutano.

Osservazione. Trasposizioni e inversione agiscono sul totale cromatico
Z12 come il gruppo diedrale D24 su dodici oggetti.

Definizione 2.6. Si definisce moltiplicazione Mk (k ∈ N) un’operazione
unaria

Mk : P(Z12) → P(Z12)

che a un set di note A = {a1, . . . , an} ∈ P(Z12) associa il set di note Mk(A) =
{[k]12 · a1, . . . , [k]12 · an}.

La moltiplicazione Mk di un set di note A non è altro che il set costituito
dal risulato della moltiplicazione di ciascuna classe del gruppo additivo Z12

per la classe [k]12.
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Proprietà immediate. A differenza delle altre operazioni introdotte, Mk

in generale non preserva la cardinalità dei set di note su cui è applicata.
Il caso limite è Mt·12 che per ogni naturale t manda qualsiasi set di note
nell’insieme {0}. Dato che, escludendo i casi banali 1 e 11 (M1 = id, M11 = I
poiché è la moltiplicazione per −1), gli unici naturali minori di 12 coprimi
con 12 sono 7 e 5, M7 e M5 sono le uniche moltiplicazioni (a meno di
isomorfismi) che preservano la cardinalità dei set di note. Visto che in seguito
ne faremo uso, vale la pena dimostrarlo brevemente.

Proposizione 2.7. M5 e M7 preservano la cardinalità dei set di note ai
quali vengono applicate. Inoltre M5 ◦M7 = M7 ◦M5 = I.

Dimostrazione. Supponiamo che α e β siano i due più piccoli interi positivi
di due note2 [α] e [β], con α 6= β da cui [α] 6= [β]. Allora M5({[α]}) = {[5α]}
e M5({[β]}) = {[5β]}, da cui M5({[α]}) = M5({[β]}) se e solo se [5α] = [5β],
cioè se e solo se ha soluzione l’equazione 5(α−β) = k ·12 per qualche k ∈ Z,
se e solo se 12|(α − β) il che è assurdo poiché si aveva 0 ≤ α, β < 12. Del
tutto analogamente per M7.

Sulla generica nota [a],

M5(M7({[a]})) = M7(M5({[a]})) = {[5 · 7 · a]} = {[35][a]} = {[−a]},

da cui in generale M5 ◦M7 = M7 ◦M5 = I.

Osservazione. La particolarità di M5 e M7 è naturalmente dovuta al fatto
che, insieme a [1] e [−1], [5] e [7] sono le uniche classi di Z12 che ammettono
inverso moltiplicativo.

2In questa dimostrazione differenzieremo esplicitamente la classe [α] dall’intero α.
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Capitolo 3

Intervalli e vettori
intervallari

But one will say, ’What is the principal behind
these scales, and what, if not acoustic
phenomena and the laws of mathematics, has set
the order of their tones?’

Hugo Riemann

3.1 Vettore intervallare diretto

3.1.1 Definizioni e prime proprietà

Seguendo Regener in [27], definiremo innanzitutto il concetto di intervallo
diretto (“directed interval”), per poi arrivare al concetto di intervallo tout-
court.

Definizione 3.1. Date due note a e b, si definisce intervallo diretto tra
a e b, e si indica con dint(a, b), la funzione

dint : Z12 × Z12 → Z12

cos̀ı definita:
dint(a, b) = b− a

ovvero, più informalmente (se guardiamo al rappresentante di ogni classe) la
funzione che associa ad ogni coppia di note il numero di semitoni necessari
per “salire” dalla prima nota alla seconda.

Osservazione. Diversi autori vedono equivalentemente il codomino della
funzione intervallo diretto come l’insieme degli interi {0, . . . , 11}, mediante la
solita naturale associazione tra classe resto e più piccolo intero non negativo
della classe.
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Esemp̂ı. dint(2, 10) = [10 − 2]12 = [8]12, con questo intendendo che il
numero di semitoni per salire dal re (2) al si bemolle (10) è di 8. Ma
dint(5, 2) = [2− 5]12 = [−3]12 = [9]12, con questo intendendo che il numero
di semitoni per salire da fa (2) a re (5) è di 9. Dunque dint(5, 2) = [9]12 e
non [3]12 come si poteva di prim’acchito pensare. Si spiega cos̀ı l’aggettivo
diretto, che indica il conteggio sempre ascendente dei semitoni.

Direttamente dalla definizione si ricava che

Proposizione 3.2. Prese due note a e b, dint(b, a) = −dint(a, b), da cui
dint(a, a) = [0]12.

Naturalmente

dint(a1, as) = dint(a1, a2) + dint(a2, a3) + . . . + dint(as−1, as).

Definizione 3.3. Dato un set di note A = {a1, . . . , an} di cardinalità |A| =
n, che supponiamo ordinato (con riferimento all’annotazione fatta a pag.
13) negli ai, si definisce arcata1 di A, e si indica con arc(A), un vettore di
Nn racchiuso tra parentesi tonde

arc(A) = (d1, d2, . . . , dn),

che sarà scritto anche più brevemente

(d1d2 . . . dn),

ove di è il minimo intero non negativo della classe dint(ai, ai+1) per i =
1, . . . , n, avendo posto an+1 := a1.

Esemp̂ı. arc({2, 3, 6, 11}) = (1353), dato che dint(2, 3) = [1]12, dint(3, 6) =
[3]12, dint(6, 11) = [5]12 e dint(11, 2) = [3]12. Analogamente arc({1, 7, 8, 9}) =
(6114).

Definizione 3.4. Dato un vettore (v1, . . . , vn) chiameremo k-esima rota-
zione il vettore (vk, vk+1, . . . , vn, v1, . . . , vk−1).

Proposizione 3.5. Tutti e soli i set di note aventi uguale arcata (a meno
di una rotazione) si corrispondono per trasposizione.

Dimostrazione. Sia A = {a1, . . . , an} un set di note che si può supporre
senza perdita di generalità ordinato, cioè con a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an. Sia
TjA = {a1 + [j]12, . . . , an + [j]12} il set trasposto di j semitoni. Dato che,
per i = 1, . . . n− 1, ai < ai+1,

dint(ai, ai+1) = [ai+1−ai]12 = [ai+1 + j− (ai− j)]12 = dint(ai + j, ai+1 + j),
1Quella che chiamo arcata in letteratura ha avuto nomi diversi, dal “CORD” di

Sodeberg in [31] al “difference set” di Collins in [6].
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e dunque la trasposizione non altera gli intervalli diretti tra elementi del
set, dunque mantiene uguali anche nell’ordine gli elementi dell’arcata che
eventualmente possono solo ruotare all’interno del vettore.

Viceversa, supponiamo che due set abbiano uguali arcate a meno di una
rotazione degli elementi, per fissare le idee siano tali arcate (a1a2 . . . an) e
(akak+1 . . . ana1a2 . . . ak−1). A meno di una trasposizione degli elementi, cia-
scuna arcata dà luogo a una univoca ricostruzione del set di note - possiamo,
senza perdita di generalità, porre la prima nota uguale a zero. Dunque, a
meno di trasposizioni, la prima arcata è associata al set

A1 =

{
0, a1, a1 + a2, . . . ,

n−1∑
i=1

ai

}
e la seconda arcata è associata al set

A2 =

{
0, ak, ak + ak+1, . . . ,

(
n∑

i=1

ai

)
− ak−1

}
= T−j(A1),

essendo j =
∑k−1

i=1 ai, da cui A1 e A2 si corrispondono per trasposizione.

Definizione 3.6. Dato un set di note A = {a1, . . . , an} di cardinalità |A| =
n, si definisce vettore intervallare diretto di A (o div(A), acronimo
dell’inglese “directed interval vector”) una 11-pla ordinata che sarà racchiusa
tra parentesi quadre

div(A) = [v0, v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11],

che sarà scritta anche più brevemente

[v0v1v2v3v4v5v6v7v8v9v10v11],

costruita nel seguente modo:

vi =
n∑

j=1

n∑
k=1

δ(dint(aj , ak) = [i]12),

ove δ(x = y) è una funzione che assume valore 1 se la condizione x = y è
verificata, 0 altrimenti.

Proprietà. In sostanza il vettore intervallare diretto è una sorta di abaco
a undici colonne che rende conto di quanti e quali intervalli diretti si formano
in un certo insieme di note. La prima colonna ci dice quante seconde minori
(cioè intervalli diretti amp̂ı 1) si formano tra le note, la seconda colonna ci
dice quante seconde maggiori (cioè intervalli diretti amp̂ı 2), e cos̀ı via fino
agli intervalli amp̂ı 11 semitoni (undicesima colonna). È chiaro che, per ogni
intervallo, nel vettore intervallare diretto è anche computato il suo inverso.
In particolare sia A un set di note e div(A) il suo vettore intervallare diretto:
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• div(A) conterrà nell’entrata v0 la cardinalità |A| del set, che coincide
con il numero di intervalli di 0 semitoni che si formano inserendo nella
Definizione 5.12 j = k;

• ‖div(A)‖1 = |A|2, poiché il vettore intervallare diretto annovera gli
intervalli diretti tra una coppia di elementi di A, coppia che può essere
scelta in |A|2 modi - come è usuale ‖v‖1 denota la norma uno del
vettore v, cioè la somma dei valori assoluti degli elementi di v, mentre
la scrittura |A| denota la cardinalità del set A;

• vi = v12−i per ogni i > 0, poiché per ogni coppia di note distinte
a, b e il loro intervallo diretto dint(a, b), è computato nel vettore in-
tervallare diretto anche l’intervallo diretto inverso dint(b, a) che, per
la Proposizione 3.2, vale esattamente −dint(a, b), e dunque, detto µ il
minimo intero non negativo di dint(a, b), il minimo intero non negativo
di −dint(a, b) è 12− µ;

• in particolare gli intervalli di 6 semitoni saranno sempre conteggiati
due volte, da cui v6 = 2n per qualche n ∈ N.

Esempio. Per esemplificare con un caso specifico, il set di note {0, 1, 5, 11},
corrispondente all’accordo do-do#-fa-si, ha vettore intervallare diretto pari
a [421011211012]. Dobbiamo infatti considerare tutti gli intervalli diretti tra
le note: il 4 al primo posto (quello corrispondente a v0) indica che ci sono 4
intervalli diretti di ampiezza nulla (e sono esattamente dint(0, 0), dint(1, 1),
dint(4, 4) e dint(11, 11)) - come già notato, tale entrata è naturalmente anche
la cardinalità del set. Il fatto che v1 = 2 ci indica che ci sono due intervalli
diretti di 1 semitono, esplicitamente dint(0, 1) e dint(11, 0), il che forza ad
esserci anche due intervalli diretti di ampiezza 12−1 = 11 semitoni, esplicita-
mente dint(1, 0) e dint(0, 11), e cos̀ı via con tutti gli altri intervalli. Notiamo
appunto, a meno dell’entrata v0, la simmetria del vettore intervallare diret-
to (vi = v12−i), e notiamo il fatto che l’entrata v6 è necessariamente pari,
poiché per ogni intervallo diretto di sei semitoni anche l’intervallo diretto
inverso è di sei semitoni - ad esempio dint(5, 11) = dint(5, 11) = 6.

Esempio. Analogamente

div({2, 6, 11}) = [300111011100],

fatto che è eloquentemente illustrato nel diagramma di Krenek di figura 3.1,
dove le frecce in senso orario indicano chiaramente che ogni intervallo deve
essere considerato in maniera ascendente.
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Figura 3.1: Diagramma di Krenek per il set {2, 6, 11} che evidenzia la co-
struzione del vettore intervallare diretto, ottenuto considerando ogni possibile
intervallo diretto (dunque “ascendente”, cioè considerato in senso orario sul
diagramma) tra le note del set. Dal grafico deduciamo immediatamente che
div({2, 6, 11}) = [300111011100].

3.1.2 Proprietà di note comuni

La nozione di vettore intervallare diretto è particolarmente significativa dal
momento che ci fornisce anche importanti informazioni riguardo al numero
di note che un certo insieme A ha in comune con la sua j-esima trasposizione
Tj(A). Vale infatti la seguente proposizione.

Proposizione 3.7. Dato un set di note A = {a1, . . . , an} con vettore
intervallare diretto

div(A) = [v0, v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11],

il numero di note che tale set ha in comune con la sua j-esima trasposizione
(0 ≤ j ≤ 11) è pari a vj .

Dimostrazione. TjA ha in comune con A una certa nota q se e solo se q ∈ A
e q ∈ TjA, il che è vero (per definizione di trasposizione) se e solo se q ∈ A
e q − j ∈ A, il che accade ogni volta che nel set A si forma un intervallo di
j semitoni. In totale, dunque, ciò accade vj volte, e ci siamo.

3.2 Vettore intervallare tout-court

3.2.1 Classi intervallari e intervalli

La nozione di vettore intervallare diretto, benché utile, ha in sé una certa
ridondanza, poiché le entrate v7, . . . , v11, come abbiamo visto, possono esse-
re immediatamente ricostruite conoscendo le entrate precedenti. Ha quindi
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più senso, ed è ampiamente legittimato dalla letteratura (dagli studi di Al-
len Forte in avanti), introdurre il vero e proprio vettore intervallare, senza
considerare gli inversi di ogni intervallo diretto.

Conviene dare quindi le seguenti definizioni:

Definizione 3.8. Sarà chiamato insieme delle classi intervallari, e sarà in-
dicato con I12, l’insieme quoziente di Z rispetto alla relazione d’equivalenza
data da, per a, b ∈ Z,

aRb ⇐⇒ [a]12 = [b]12 oppure [a]12 = [−b]12.

Ciascun elemento di I12 sarà chiamato classe intervallare. Se α è
un intero, la notazione /α/12 (o semplicemente /α/) indicherà la sua classe
intervallare; se a è una nota (classe resto modulo 12), indicheremo con /a/12

la classe intervallare di un qualsiasi intero della classe a.

Si ha immediatamente che:

Lemma 3.9.
/a/12 = [a]12 ∪ [−a]12.

Definizione 3.10. Date due note a e b si definisce intervallo tra a e b, e
si indica con int (a, b), la funzione

int : Z12 × Z12 → I12

cos̀ı definita:
int (a, b) = /dint(a, b)/12.

Definizione 3.11. Diremo che l’intervallo tra due note a e b ha ampiezza i
se i è il minimo intero non negativo della classe int (a, b).

Per inciso, un intervallo di ampiezza 1 sarà detto un semitono e un
intervallo di ampiezza 2 sarà detto un tono.

Osservazione. Notiamo che equivalentemente

int (a, b) = /dint(a, b)/12 = /b− a/12 = /a− b/12 = /dint(b, a)/12,

da cui la definizione di intervallo non dipende dall’ordine in cui scelgo a e b.
In generale quindi int (a, b) = /b− a/12 = /a− b/12.

Osservazione. I possibili valori che la funzione intervallo può assumere
sono le classi intervallari da /0/ a /6/. Ciò che si fa rispetto alla funzione
intervallo diretto è accorpare [i] e [12 − i] nella classe intervallare /i/. Ad
esempio, i valori [2] e [10] che la funzione intervallo diretto può assumere
vengono accorpati nella classe intervallare2 /2/.

2In letteratura sovente la funzione intervallo è definita a valori naturali come

int (a, b) = 6−
∣∣6− |a− b|

∣∣ = min(|a− b|, 12− |a− b|),
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Osservazione. /a/12 = /b/12 se e solo se [a]12 = [±b]12 cioè [a± b]12 = 0,
il che è equivalente a dire che 12|a− b oppure 12|a + b.

Proprietà. Valgono banalmente alcune immediate proprietà, come ad esem-
pio il fatto che per ogni a ∈ Z,

/a/12 = /− a/12

e anche
/a/12 = /12k + a/12

per ogni costante intera k ∈ Z.

Operazioni. Passando alle classi intervallari non è possibile mutuare l’o-
perazione di somma, che finirà inevitabilmente per dipendere dal rappresen-
tante scelto. Volendo definirla nella maniera standard, infatti, si incorre in
problemi come

/5/12 + /7/12 = /5 + 7/ = /0/12

e
/5/12 + /7/12 = /5/12 + /5/12 = /2/12 6= /0/12.

Ne consegue che, mentre aveva senso sommare intervalli diretti, non ha
alcun senso sommare intervalli.

Ha invece senso definire un prodotto esterno (k, α ∈ Z)

k/α/12 := /kα/12,

che non dipende affatto dal rappresentante di /α/12 scelto. Supponiamo
infatti che /α/12 = /β/12; significa che β = 12q ± α per qualche q ∈ Z, e
dunque /kβ/12 = / · 12q ± kα/12 = /± kα/12 = /kα/12.

Osservazione. Il minimo intero della classe intervallare int (a, b) ci forni-
sce il minimo numero di semitoni di distanza tra a e b (in senso orario o
antiorario).

Esemp̂ı. int (3, 5) = /3 − 5/ = /5 − 3/ = / − 2/ = /2/, con questo
intendendo che il numero di semitoni tra re# (3) e fa (5) è di 2. O ancora
int (2, 10) = /2− 10/ = /− 8/ = /4/, int (5, 2) = /5− 2/ = /3/.

dove però con a e b si intendono i più piccoli interi non negativi delle classi [a] e [b]. È
chiaro che una definizione rigorosa delle classi intervallari, come è stato scelto in questa
sede, e la conseguente più agevole definizione della funzione intervallo è formalmente più
comoda ed elegante.
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Figura 3.2: Il vettore intervallare del set di note {2, 3, 6, 11} (rappresentato
nel diagramma di Krenek a sinistra) visto come abaco.

Proprietà immediate. Il vantaggio di questa definizione di intervallo è
che tale funzione funge da pseudodistanza in Z12. Se l’intervallo diretto era,
infatti, antisimmetrico per costruzione, l’intervallo tout-court è per costru-
zione simmetrico: int (a, b) = int (b, a), dal momento che /a− b/ = /b− a/
(inoltre vale naturalmente che int (a, b) = /0/ se e solo se b = a).

3.2.2 Vettore intervallare e prime proprietà

Definizione 3.12. Dato un insieme di note A = {a1, . . . , an} di cardina-
lità |A| = n, si definisce vettore intervallare di A (o iv(A), acronimo
dell’inglese “interval vector”3) una sestupla ordinata racchiusa tra parentesi
quadre

iv(A) = [v1, v2, v3, v4, v5, v6],

o più brevemente [v1v2v3v4v5v6], costruita nel seguente modo:

vi =
n−1∑
j=1

n∑
k=j+1

δ(int (aj , ak) = /i/12),

ove δ(x = y) è una funzione che assume valore 1 se la condizione x = y è
verificata, 0 altrimenti.

Proprietà. In sostanza il vettore intervallare è una sorta di abaco a sei
colonne che rende conto di quanti e quali intervalli forma un certo insieme
di note escludendo gli inversi. Le sue entrate, si badi bene, non sono clas-
si di I12, ma sono naturali. Non viene inoltre tenuto conto degli intervalli

3Termine già adottato da Hanson [13] e poi ripreso da Lewin [17] e Forte [12].
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Figura 3.3: Diagrammi di Krenek rispettivamente per i set di note {2, 6, 11}
per (i) e {2, 3, 6, 11} per (ii), che evidenziano la costruzione dei vettori inter-
vallari, ottenuti computando gli intervalli tra ogni coppia di note (l’ordine non
ha importanza). Dai grafico deduciamo immediatamente che iv({2, 6, 11}) =
[001110] e che div({2, 3, 6, 11}) = [102210]. Si noti la differenza con la figura
3.1: qui le frecce orientate sono state sostituiti da segmenti che non privilegiano
alcun senso d’orientamento.

(degeneri) che ogni nota forma con sé stessa, dunque viene tralasciata l’en-
trata v0, che, come già visto, coincideva nel vettore intervallare diretto con
la cardinalità del set di note.

Esemp̂ı. Il set di note {0, 1, 5}, che corrisponde all’accordo do-do#-fa, ha
vettore intervallare pari a [100110]. Proviamo infatti a considerare tutti gli
intervalli tra le note (escludendo gli inversi): l’intervallo 0-1 ha ampiezza
1, l’intervallo 0-5 ha ampiezza 5, l’intervallo 1-5 ha ampiezza 4. Dunque
abbiamo 1 intervallo di seconda minore, 1 intervallo di terza maggiore e 1
intervallo di quarta giusta, proprio come indicato nel vettore intervallare.
Analogamente il set di note {0, 2, 3, 8} ha vettore intervallare [111111] e il
set di note {2, 3, 6, 11} ha vettore intervallare [102210] (si veda anche fig.
3.3).

È quasi immediata la seguente proposizione.

Proposizione 3.13. Preso un set di note A, detto

[v0, v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11] = div(A),

allora
iv(A) =

[
v1, v2, v3, v4, v5,

v6

2

]
.

Dimostrazione. La dimostrazione discende immediatamente dalla definizio-
ne di vettore intervallare. Siano a1, . . . , an le note del set A. Sia i 6= 6.
L’entrata i-esima di iv(A) rende conto del numero di intervalli di ampiezza
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i che si formano tra due qualsiasi note del set, indipendentemente dall’or-
dine. L’entrata vi di div(A) rende invece conto del numero di intervalli
diretti di ampiezza i che si formano tra due qualsiasi note del set, conside-
rando l’ordine. Dato che ogni coppia di note a, b forma due intervalli diretti,
dint(a, b) e il suo inverso dint(b, a), le cui classi intervallari coincidono e sono
pari a int (a, b), l’i-esima entrata di iv(A) deve essere esattamente la metà
di vi + v12−i, e dato che vi = v12−i, si ha la tesi. Per i = 6 il ragionamento è
simile: la sesta entrata di iv(A) deve conteggiare il numero di intervalli di 6
semitoni, che saranno esattamente la metà del numero di intervalli diretti di
6 semitoni (infatte prese due note distanti 6 semitoni, div(A) conteggia due
intervalli diretti, mentre iv(A) ne conteggia solo uno), da cui la tesi.

Proposizione 3.14. Non c’è perdita di informazione a considerare iv(A)
in luogo di div(A), nel senso che dall’uno si può sempre risalire all’altro, e
viceversa.

Corollario 3.15. In particolare, presi due set di note A e B, iv(A) = iv(B)
se e solo se div(A) = div(B).

Dimostrazione. La Proposizione 3.13 ci mostra come passare dal vettore
intervallare diretto al vettore intervallare tout-court. Sia ora

iv(A) = [v1, v2, v3, v4, v5, v6] .

Allora sicuramente

div(A) = [|A|, v1, v2, v3, v4, v5, 2 · v6, v5, v4, v3, v2, v1],

poiché la prima entrata di div(A) deve coincidere con la cardinalità del set e
per le altre entrate vale quanto notato nella dimostrazione della Proposizione
3.13.

Il corollario discende immediatamente dalla relazione biunivoca tra vet-
tore intervallare e vettore intervallare diretto.

Dato che i concetti di vettore intervallare diretto e di vettore intervallare
sono sostanzialmente lo stesso concetto, sarà bene concentrarsi nel prosieguo
su iv(A) piuttosto che su div(A), benché quest’ultimo risulterà assai utile
per qualche successiva dimostrazione. Possiamo innanzitutto riscrivere la
Proposizione 3.7 come segue.

Proposizione 3.16. Dato un set di note A = {a1, . . . , an} con vettore
intervallare

iv(A) = [v1, v2, v3, v4, v5, v6],

il numero di note che tale set ha in comune con la sua j-esima trasposizione
(0 ≤ j ≤ 11, j 6= 6) è pari a vk, con k = min(j, 12 − j), oppure è pari a v6

2
se j = 6.

Dimostrazione. Basta ricostruire div(A) come mostrato dalla Proposizione
3.14 e poi applicare la Proposizione 3.7.
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Capitolo 4

Le set-class

4.1 Operazioni e vettori intervallari

Iniziamo a dimostrare un risultato basilare: trasponendo o invertendo un
set non alteriamo il suo contenuto intervallare.

Proposizione 4.1. Le trasposizioni e le inversioni preservano il vettore
intervallare, cioè per ogni set A e per ogni j ∈ Z, iv(A) = iv(Tj(A)) =
iv(I(A)) = iv(TjI(A)).

Dimostrazione. Le trasposizioni preservano il vettore intervallare dal mo-
mento che int (a, b) = int (a + k, b + k) per ogni costante k. Le inversioni
preservano il vettore intervallare poiché int (a, b) = int (−a,−b).

Questo suggerisce di quozientare l’insieme dei set di note rispetto alla
relazione di equivalenza1 “corrispondersi per trasposizione o per inversione”.

Definizione 4.2. Le classi di equivalenza di P(Z12) rispetto a tale relazione
sono dette set-class. La classe di equivalenza di un certo set di note A sarà
indicata con la notazione2 /A/.

Si ha immediatamente un lemma che descrive le set-class.

Lemma 4.3. Dato un set di note A,

/A/ = {TkI
s(A) : k = 0, . . . , 11, s = 0, 1}

= {Tk(A) : k = 0, . . . , 11} ∪ {TkI(A) : k = 0, . . . , 11}.

Definizione 4.4. Dato un set di note A, gli elementi di /A/ sono detti
copie di A

1Che la relazione sia di equivalenza è banale: presi tre set di note A, B, C, chiaramente
A = T0(A), se A = TjI

k(B) allora B = T−jI
k(A), con k = 0, 1, e infine se A = TjI

k(B) e
B = TkIh(C) allora A = Tj+kIk+h(C), con k, h = 0, 1.

2Il lettore discernerà facilmente quando la /i/ indicante una classe intervallare dalla
/A/ indicante una set-class: la prima notazione coinvolge un intero o al massimo una
classe modulo 12, la seconda notazione coinvolge solamente set di note.
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Esempio. Se scegliamo A = {1, 2, 5, 8}, allora la classe /A/ sarà composta
da tutti i set di note della forma {1 + k, 2 + k, 5 + k, 8 + k}, cioè ad esem-
pio {0, 1, 4, 7}, {2, 3, 6, 9}, {6, 7, 10, 1} e cos̀ı via, ma anche da tutti i set
ottenuti componendo con l’inversione, come ad esempio {−1,−2,−5,−8} =
{4, 7, 10, 11} o {3, 6, 9, 10}, e cos̀ı via.

La Proposizione 4.1 ci garantisce che possiamo trasferire le funzioni div e
iv dall’insieme dei set di note all’insieme delle set-class, poiché ogni set della
classe possiede il medesimo vettore intervallare diretto e il medesimo vettore
intervallare. Utilizzeremo quindi anche le notazioni div(/A/) e iv(/A/) che
si può pensare di definire senza ambiguità come i vettori intervallari (diretto
o tout-court) di un qualsiasi elemento della classe /A/.

4.2 La forma primaria

Abbiamo almeno due modi interessanti per scegliere un rappresentante di
/A/. Il primo modo consiste nell’utilizzare un algoritmo ideato da Allen
Forte che ci fornirà un rappresentante detto forma primaria “alla Forte”, il
secondo modo consiste nell’utilizzare un algoritmo più semplice che ci fornirà
un rappresentante detto semplicemente forma primaria.

4.2.1 Forma primaria “alla Forte”

Forte in [11] propone per scegliere la forma primaria il seguente algoritmo
(che ritrascriviamo utilizzando la nostra terminologia).

Algoritmo 4.5 (Forte). Si consideri una collezione non vuota di set di note,
l’uno diverso dall’altro e tutti aventi uguale cardinalità n.

1. Si tengano tutti i set il cui ultimo intervallo nell’arcata è il più grande,
e si eliminino gli altri. Se ne rimane soltanto uno, tale set è la quello
cercato. Se ne rimane più d’uno, si ponga k = 1 e si proceda.

2. Dei set rimanenti, si tengano tutti quelli i cui il k-esimo intervallo
nell’arcata è il più piccolo e si eliminino gli altri. Se ne rimane soltanto
uno, tale set è la forma primaria cercata. Se ne rimane più d’uno, si
incrementi k di 1, e si ripeta questo passo.

L’idea che sottende all’algoritmo 4.5 è quella di ottenere in un certo senso
il set di note più compatto possibile. Si noti che l’algoritmo non richiede,
tra l’altro, che i set in ingresso appartengano a una stessa classe. Se però la
collezione non vuota di set consiste in permutazioni circolari di un certo set
di note e del suo inverso, tutte annoveranti come prima nota lo 0, allora il
risultato dell’algoritmo è la cosiddetta forma primaria (“alla Forte”).
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Definizione 4.6. Si chiama forma primaria (“alla Forte”) di un certo
set di note A o di una certa set-class /A/, il set di note, indicato con prim(A)
o con prim(/A/), restituito dall’Algoritmo 4.5, una volta data in ingresso la
collezione di set annoverante tutti i set B ∈ /A/ t.c. 0 ∈ B.

Esempio. Per cercare la forma primaria (“alla Forte”) del set di note A =
{1, 4, 5, 7}, usiamo il Lemma 4.3 e scegliamo solo i set di /A/ che annoverano
lo 0 tra i loro elementi. Le uniche trasposizioni di A con questa proprietà
sono B1 = {0, 3, 4, 6}, B2 = {0, 1, 3, 9}, B3 = {0, 2, 8, 11} e B4 = {0, 6, 9, 10},
rispettivamente di arcate (3126), (1263), (2631) e (6312). L’inversione di
A è I(A) = {−1,−4,−5,−7} = {5, 7, 8, 11} e le sue uniche trasposizioni
contenenti lo 0 sono B5 = {0, 2, 3, 6}, B6 = {0, 1, 4, 10}, B7 = {0, 3, 9, 11} e
B8 = {0, 6, 8, 9}, rispettivamente di arcate (2136), (1362), (3621) e (6213).
Applichiamo l’Algoritmo 4.5 con in ingresso la collezione {Bi}8

i=1. Al primo
passo, tra tutti i set, si salvano quelli aventi nella propria arcata l’ultimo
intervallo più grande, cioè B1 = {0, 3, 4, 6} e B5 = {0, 2, 3, 6} di arcate
rispettivamente (3126) e (2136). Poniamo k = 1 e andiamo al secondo
passo. Qui si salva solo il set B5, che ha il primo intervallo dell’arcata più
piccolo. Dunque prim(A) = {0, 2, 3, 6}.

4.2.2 Forma primaria tout-court

Si può proporre, tuttavia, una definizione più naturale di forma normale,
rinunciando alla “compattezza” del set di note, ma con maggiore semplicità
ed intuitività, mediante il seguente algoritmo:

Algoritmo 4.7. Si consideri una collezione non vuota di set di note, l’uno
diverso dall’altro e tutti aventi uguale cardinalità n.

1. Si ponga k = 1.

2. Si tengano tutti quei set in cui il k-esimo intervallo nell’arcata è il più
piccolo e si eliminino gli altri. Se ne rimane soltanto uno, l’algoritmo
restituisce quel set. Se ne rimane più d’uno, si incrementi k di 1, e si
ripeta questo passo.

Definizione 4.8. Si chiama forma primaria di un certo set di note A o di
una certa set-class /A/, il set di note, indicato con prim(A) o con prim(/A/),
restituito dall’Algoritmo 4.7, una volta data in ingresso la collezione di set
annoverante tutti i set B ∈ /A/ t.c. 0 ∈ B.

Esemp̂ı. Riprendendo l’esempio precedente, cerchiamo la forma primaria
del set di note A = {1, 4, 5, 7}, applicando l’Algoritmo 4.7. Tra i Bi elencati
in precedenza, al primo passaggio (k = 1) stavolta si salvano solo B2 =
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{0, 1, 3, 9} e B6 = {0, 1, 4, 10}, di arcate rispettivamente (1263) e (1362). In-
crementiamo k, e notiamo che ora si salva solo B2 = prim(A) = {0, 1, 3, 9},
che sarà la forma primaria cercata. Analogamente la forma primaria del set
{2, 7, 9, 10} è il set {0, 1, 3, 8}.

Naturalmente diremo che un set di note A è in forma primaria se
prim(A) = A. Abbiamo anche un criterio naturale per distinguere se due
set appartengono alla stessa classe.

Proposizione 4.9. Due set di note appartengono alla stessa classe se e solo
se hanno uguale forma primaria.

Dimostrazione. La forma primaria è ottenuta dall’Algoritmo 4.7 con opera-
zioni di trasposizione e inversione, preservando il vettore intervallare. Da
cui, se due set hanno uguale forma primaria, significa che si corrispondono
per trasposizione o inversione, dunque appartengono alla stessa classe.

D’altra parte se due set appartengono alla stessa classe, la collezione di
insiemi voluta in input dall’algoritmo è identica, dunque necessariamente
sarà identica anche la forma primaria.

4.2.3 La forma normale

Per completezza va data anche la seguente definizione.

Definizione 4.10. Si chiama forma normale di un certo set di note A il
set di note, indicato con nor(A) restituito dall’Algoritmo 4.7, una volta data
in ingresso la collezione di set annoverante tutti le possibili trasposizioni di
A contenenti come elemento lo 0.

In buona sostanza, se la forma primaria di un set A andava cercata tra
tutti gli elementi della classe /A/, la forma normale esclude le inversioni, e
quindi in generale non coincide con la forma primaria.

Esempio. Abbiamo visto che la forma primaria di A = {2, 7, 9, 10} è
prim(A) = {0, 1, 3, 8}, che però non coincide con la sua forma normale.
Infatti tutte le trasposizioni di A contenenti lo 0 sono B1 = {0, 5, 7, 9},
B2 = {0, 2, 3, 7}, B3 = {0, 1, 5, 10} e B4 = {0, 4, 9, 11}, e dandole in pasto
all’algoritmo 4.7 scopriamo subito che la forma normale è nor(A) = B3 =
{0, 1, 5, 10}.

4.3 Ordinamento tra set-class

Conviene trattare subito una piccola questione che ci verrà comoda in segui-
to. Supponiamo di avere una famiglia di set di note F = {A1, A2, . . . , An}
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e di avere necessità di trovare all’interno di questa famiglia un certo ordina-
mento.

Se i set della famiglia vengono trovati sequenzialmente dal calcolatore,
tale ordinamento ci può essere fornito senza fatica e senza ambiguità dall’or-
dine in cui essi vengono restituiti in output. Più nel concreto, supponendo
di voler ordinare tutte le forme primarie di una certa cardinalità, basta im-
plementare un algoritmo al calcolatore che trovi tutte le forme primarie,
ed otteniamo immediatamente un ordinamento (un esempio è l’algoritmo
esposto in appendice).

Tuttavia si può dare un semplice ordinamento tra set di note a partire
degli intervalli delle arcate.

Definizione 4.11. Dati due set A e B di eguale cardinalità, rispettivamente
di arcate a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn) diremo che A precede B, e
scriveremo che A � B, se l’insieme I degli indici i per cui ai 6= bi o è vuoto,
o si verifica

amin(I) < bmin(I).

Stiamo dicendo che un set precede un altro quando o hanno uguale arcata
(caso in cui l’insieme I è vuoto) o la prima entrata che differisce tra le due
arcate è minore nell’arcata del primo set.

Esempio. {0, 3, 4, 6, 7} � {1, 4, 5, 9, 11}, poiché le rispettive arcate sono
(3, 1, 2, 1, 5) e (3, 1, 4, 2, 2), e la prima entrata che differisce tra i due vettori
è minore nel primo vettore (2 ≤ 4).

Di per sé la definizione 4.11 non fornisce una vera e propria relazione
d’ordine tra set, dato che tale relazione eguaglierebbe un set alle sue prime
trasposizioni. Per liberarci di questo impiccio possiamo definire un’analoga
relazione tra classi.

Definizione 4.12. Date due classi /A/ e /B/ diremo che /A/ � /B/ se
prim(A) � prim(B).

La definizione 4.12 ora non lascia più adito a dubbi, e ci fornisce un modo
efficace per ordinare le classi e di conseguenza le forme primarie di una data
cardinalità. Conviene notare che tale ordinamento coincide naturalmen-
te con l’ordinamento dato dall’implementazione dell’algoritmo riportata in
appendice.

Altri ordinamenti sono naturalmente possibili. Ad esempio Collins in
[7] propone un ordinamento sostanzialmente equivalente, ottenuto mediante
una funzione di codifica

ENCODE(S) =
|S|∑
i=1

2si
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essendo si gli elementi del set S. In questa sede, tuttavia, ci riferiremo
sempre all’ordinamento � dato dalle definizioni 4.11 e 4.12.

Osservazione. Si noti che l’algoritmo 4.7 per la ricerca della forma prima-
ria non fa altro che scegliere, tra tutti i set che gli vengono dati in ingresso,
il minimo rispetto alla relazione �. Ciò ha senso perché i set che vengono
dati in ingresso all’algoritmo hanno tutti arcate diverse, e dunque rispetto
a tali set la relazione � è sempre una vera e propria relazione d’ordine.

4.3.1 Orientamento di set

Dalla nozione di ordinamento esposta poco fa, può discendere immediata-
mente la nozione di orientamento di un set.

Definizione 4.13. Diremo che un set S è positivamente orientato, e

scriveremo che
#
S , se

S � inv(S).

Diremo che un set S è negativamente orientato, e scriveremo che
"
S , se

inv(S) � S.

Diremo che un set S è simmetrico, e scriveremo che
↔
S , se è sia positiva-

mente sia negativamente orientato.

4.4 Il duplice problema

Ora che sono stati introdotti gli strumenti fondamentali, possiamo provare
ad analizzare il problema fondamentale, ossia: a quanti e quali set è associato
un certo vettore intervallare? Il problema sarà scisso in due parti:

• dapprima analizzeremo il problema della non degenerazione, cercando
delle condizioni di compatibilità affinché un certo vettore sia vettore
intervallare di un qualche set (cioè di una qualche set-class);

• quindi ci sposteremo al problema degli Z-set, cercando di capire quando
uno stesso vettore intervallare è associato a due diversi set che non
si corrispondono né per trasposizione né per inversione (cioè a due
set-class diverse).

Tuttavia è innanzitutto conveniente compiere un’ulteriore generalizza-
zione.
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Capitolo 5

Generalizzazione a Zm

One day I said to myself that it would be better
to get rid of all that – melody, rhythm, harmony,
etc.

Christian Wolff

Prima di affrontare compiutamente il duplice problema esposto nella
precedente sezione, conviene fare un’ulteriore generalizzazione, che trae le
mosse da una considerazione generale.

Il sistema musicale temperato equabile, ormai da diversi secoli, ha fis-
sato il “temperamento” delle note, scegliendo, all’interno dell’ottava1 una
suddivisione in 12 parti uguali, i 12 semitoni, da cui l’utilizzo del gruppo
Z12. Tale suddivisione è evidentemente arbitraria ed è ampiamente supe-
rata, non solo perché le culture extraeuropee hanno da sempre fatto uso di
temperamenti ben diversi, ma anche perché la stessa musica contemporanea
europea ha ormai introdotto stabilmente suddivisioni più piccole del semi-
tono, giungendo ad esempio al totale cromatico quartitonale di 24 suoni, o
persino oltre.

Da qui la necessità (oltre che la liceità) di estendere le definizioni e i
risultati sin qui ottenuti da Z12 al generico gruppo Zm, inteso in relazione
con una suddivisione dell’ottava in m parti uguali. Ciò è possibile in maniera
del tutto naturale e la generalizzazione è quasi immediata.

Definizione 5.1. Si definisce pitch-class (o anche nota) ciascun elemento
del gruppo Zm.

Definizione 5.2. La totalità delle note, ovvero l’intero Zm, sarà detto
totale cromatico.

1Nel temperamento equabile, infatti, l’ottava è l’unico intervallo veramente “naturale”
cioè in linea con la successione delle armoniche. Già la quinta temperata si discosta dalla
quinta ottenuta dalla seconda armonica per 2 cents.
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Figura 5.1: Esempio di diagramma di Krenek in Z24 per il set di note
{2, 3, 5, 6, 7, 13, 19}.

Definizione 5.3. Si definisce insieme di note o set di note o pitch-class
set o anche accordo qualsiasi sottoinsieme del totale cromatico.

Si può continuare a rappresentare un set di note con un apposito dia-
gramma di Krenek (in figura 5.1 c’è un esempio di diagramma di Krenek in
Z24).

Definizione 5.4. Si definisce complementazione un’operazione unaria

C : P(Zm) → P(Zm)

che a un set di note A ∈ P(Zm) associa il set di note C(A) = Zm − A ∈
P(Zm).

Definizione 5.5. Si definisce j-esima trasposizione (j ∈ Z) un’operazio-
ne unaria

Tj : P(Zm) → P(Zm)

che a un set di note A = {a1, . . . , an} ∈ P(Zm) associa il set di note Tj(A) =
{a1 + [j]m, . . . , an + [j]m}.

Definizione 5.6. Si definisce inversione un’operazione unaria

I : P(Zm) → P(Zm)

che a un set di note A = {a1, . . . , an} ∈ P(Zm) associa il set di note I(A) =
{−a1, . . . ,−an}.

Osservazione. Trasposizioni e inversione continuano ad agire sul totale
cromatico Zm come il gruppo diedrale D2m su m oggetti.
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Definizione 5.7. Si definisce moltiplicazione Mk (k ∈ N) un’operazione
unaria

Mk : P(Zm) → P(Zm)

che a un set di note A = {a1, . . . , an} ∈ P(Zm) associa il set di note Mk(A) =
{[k]m · a1, . . . , [k]m · an}.

Vale un analogo della Proposizione 2.7.

Proposizione 5.8. In Zm, Mq preserva la cardinalità dei set di note ai quali
viene applicata, a patto che MCD(m, q) = 1.

Corollario 5.9. In Zp, con p primo, Mq preserva la cardinalità dei set di
note ai quali viene applicata per ogni 1 ≤ q < p.

Dimostrazione. Supponiamo che α e β siano i due più piccoli interi positivi
di due note [α] e [β], con α 6= β da cui [α] 6= [β]. Allora Mq({[α]}) = [qα]
e Mq({[β]}) = [qβ], da cui Mq({[α]}) = Mq({[β]}) se e solo se [qα] = [qβ],
cioè se e solo se ha soluzione l’equazione q(α−β) = k ·m per qualche k ∈ Z.
Dato che MCD(q, m) = 1, q e m non hanno fattori in comune, e dunque
m|(α − β) il che forza α = β, poiché avevamo supposto 0 ≤ α, β < m -
assurdo.

Il corollario discende immediatamente.

Proposizione 5.10. In Zm, sia q ∈ Z t.c. MCD(m, q) = 1. Allora Mq =
I ◦Mm−q.

Dimostrazione. Sia [a] una generica nota. Allora Mq({[a]}) = [qa] e I ◦
Mm−q({[a]}) = [−(m− q)a] = [−ma + qa] = [qa], e ci siamo.

Definizione 5.11. Date due note a e b di Zm, si definisce intervallo
diretto tra a e b, e si indica con dint(a, b), la funzione

dint : Zm × Zm → Zm

cos̀ı definita:
dint(a, b) = b− a

Definizione 5.12. Dato un set di note A = {a1, . . . , an} di Zm di cardi-
nalità |A| = n, si definisce vettore intervallare diretto di A (o div(A),
acronimo dell’inglese “directed interval vector”) una m− 1-pla ordinata che
sarà racchiusa tra parentesi quadre

div(A) = [v0, v1, . . . , vm−1],

che sarà scritta anche più brevemente

[v0v1 . . . vm−1],
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costruita nel seguente modo:

vi =
n∑

j=1

n∑
k=1

δ(dint(aj , ak) = [i]m),

ove δ(x = y) è una funzione che assume valore 1 se la condizione x = y è
verificata, 0 altrimenti.

Continuano banalmente a valere le proprietà del vettore intervallare
diretto e in particolare la seguente proposizione.

Proposizione 5.13. Dato un set di note A = {a1, . . . , an} di Zm con vettore
intervallare diretto

div(A) = [v0, v1, . . . , vm−1],

il numero di note che tale set ha in comune con la sua j-esima trasposizione
(0 ≤ j ≤ 11) è pari a vj .

Ridefiniamo anche quanto concerne con la funzione intervallo.

Definizione 5.14. Sarà chiamato insieme delle classi intervallari, e sarà
indicato con Im, l’insieme quoziente di Z rispetto alla relazione d’equivalenza
data da, per a, b ∈ Z,

aRb ⇐⇒ [a]m = [b]m oppure [a]m = [−b]m.

Ciascun elemento di Im sarà chiamato classe intervallare. Se α è
un intero, la notazione /α/m (o semplicemente /α/) indicherà la sua classe
intervallare; se a è una nota (classe resto modulo m), indicheremo con /a/m

la classe intervallare di un qualsiasi intero della classe a.

Si ha nuovamente che:

Lemma 5.15.
/a/m = [a]m ∪ [−a]m.

Definizione 5.16. Date due note a e b si definisce intervallo tra a e b, e
si indica con int (a, b), la funzione

int : Zm × Zm → Im

cos̀ı definita:
int (a, b) = /dint(a, b)/m.

Definizione 5.17. Diremo che l’intervallo tra due note a e b ha ampiezza i
se i è il minimo intero non negativo della classe int (a, b).
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Osservazione. Notiamo ancora che equivalentemente

int (a, b) = /dint(a, b)/m = /b− a/m = /a− b/m = /dint(b, a)/m,

da cui la definizione di intervallo non dipende dall’ordine in cui scelgo a e b.

Osservazione. /a/m = /b/m se e solo se [a]m = [±b]m cioè [a ± b]m = 0,
il che è equivalente a dire che m|a− b oppure m|a + b.

Proprietà. Valgono banalmente alcune immediate proprietà: per ogni a ∈
Z,

/a/m = /− a/m

e anche
/a/m = /mk + a/m

per ogni costante intera k ∈ Z.

Osservazione. Si può anche generalizzare la nozione di intervallo dando
la seguente definizione.

Definizione 5.18. Si definisce spazio metrico musicale la terna (S, G, i)
essendo G un gruppo additivo, essendo IG = G/R l’insieme quoziente di G
rispetto alla relazione (g1, g2 ∈ G)

g1Rg2 ⇐⇒ g1 = g2 oppure g1 = −g2,

ed essendo i : S × S → IG una funzione verificante, per ogni a, b, c ∈ S

• i(a, b) = i(b, a);

• i(a, b) = /0G/ ⇔ a = b;

ove /0G/ denota la classe di equivalenza 0G rispetto alla sopracitata relazio-
ne.

Tale concetto corrisponde, con qualche differenza2, al Generalized Inter-
val System (GIS) proposto da Lewin in [16]. Lo spazio metrico musicale
(Zm, Zm, int), con Im = Z12/R = IZm insieme delle classi intervallari, sarà
detto spazio metrico musicale canonico.

Definizione 5.19. Dato un insieme di note A = {a1, . . . , an} di Zm, di car-
dinalità |A| = n, si definisce vettore intervallare di A (o iv(A), acronimo
dell’inglese “interval vector”) una t-upla ordinata, con t = bm/2c, racchiusa
tra parentesi quadre

iv(A) = [v1, v2, . . . , vt],
2In realtà il GIS di Lewin richiede la presenza di un gruppo G di trasformazioni operante

sull’insieme S e soddisfacente alcune proprietà, di cui in questa sede non ci occupiamo
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o più brevemente [v1v2 . . . vt], costruita nel seguente modo:

vi =
n−1∑
j=1

n∑
k=j+1

δ(int (aj , ak) = /i/m),

ove δ(x = y) è una funzione che assume valore 1 se la condizione x = y è
verificata, 0 altrimenti.

Continua a valere la Proposizione 3.14 e il suo corollario, cos̀ı come
continua a valere, opportunamente riformulato, il seguente risultato.

Proposizione 5.20. Dato un set di note A = {a1, . . . , an} di Zm con vettore
intervallare

iv(A) = [v1, v2, . . . , vt],

essendo t = bm/2c, il numero di note che tale set ha in comune con la
sua j-esima trasposizione (0 ≤ j ≤ m − 1, j 6= m/2) è pari a vk, con
k = min(j,m− j), oppure è pari a vm

2
/2 se m è pari e j = m/2.

Continua ad avere senso il concetto di set-class come classe di equi-
valenza rispetto a trasposizioni e inversioni, dato che continua a valere la
Proposizione 4.1, cos̀ı come continua ad avere senso parlare di ordinamento
tra set-class, orientamento di set-class, forme primarie e forme normali -
concetti mutuati in modo ovvio dall’esposizione fornita al capitolo 4.
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Capitolo 6

Condizioni di compatibilità

Incominciamo con il problema della non degenerazione. Poniamoci nel
generico gruppo Zm e sia, al solito, t = bm/2c.

Data una t-upla v = [v1, v2, . . . , vt], non è sempre detto che esista un
set di note che abbia tale vettore come vettore intervallare. Ad esempio, in
Z12 nessun set di note potrà mai avere [500000] come vettore intervallare,
dato che la presenza di cinque semitoni (o settime maggiori) forzerebbe
il nascere di altri intervalli che invece non compaiono nel vettore. Nasce
dunque spontanea la seguente definizione.

Definizione 6.1. Poniamoci in Zm e sia t = bm/2c. Sia v = [v1, v2, . . . , vt]
una t-upla ordinata di naturali (vi ∈ N). Se non esiste alcun set di note che
abbia v come vettore intervallare, v è detto vettore intervallare degenere
per Zm.

Il problema in questa sede è dunque stabilire delle condizioni di compa-
tibilità che riescano ad assicurare la non degenerazione di un vettore inter-
vallare: riusciamo, ad esempio, a stabilire se [211101] è iv di qualche set di
note di Z12?

6.1 Condizioni sul vettore intervallare

6.1.1 Condizioni necessarie

Iniziamo a fare una considerazione. Preso un set di note S di cardinalità n,
prendendo le note a due a due, notiamo che tra tali note si formano

(n− 1) + (n− 2) + . . . + 2 + 1 =
n(n− 1)

2

intervalli (esclusi gli inversi). Ciò significa che se v = iv(S), allora
∑t

i=1 vi =
‖v‖1 = n(n−1)

2 (con vi le entrate di v = iv(S)).
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Nasce spontaneo quindi di associare a ciascun vettore intervallare non
degenere la cardinalità del set di note cui si riferisce. Tale cardinalità n in
particolare deve soddisfare

n2 − n− 2 · ‖v‖1 = 0

e risolvendo in n, scartando la soluzione negativa, otteniamo n = 1+
√

8·‖v‖1+1

2 .
Possiamo pensare di associare tale quantità non solo a un vettore in-

tervallare per ipotesi non degenere, ma a un qualsiasi vettore intervallare.
Diamo quindi la seguente definizione.

Definizione 6.2. Sia v un vettore di interi. Chiamiamo caratteristica di
v la quantità

car(v) :=
1 +

√
8 · ‖v‖1 + 1

2
.

Osservazione. Se il vettore intervallare è non degenere, la sua caratteri-
stica sarà esattamente la cardinalità del set cui si riferisce.1

Possiamo enunciare e dimostrare una facile condizione necessaria.

Proposizione 6.3. Sia v una t-upla ordinata. Condizione necessaria af-
finché v sia un vettore intervallare non degenere è che abbia caratteristica

car(v) intera, ovvero che
√

1 + 8
∑t

i=1 vi sia un intero dispari, o anche che∑t
i=1 vi = n2 − n per qualche naturale n.

Dimostrazione. Dal calcolo combinatorio sappiamo che preso un set di n
note, il numero di intervalli che si formano è di

(n− 1) + (n− 2) + . . . + 2 + 1 =
n(n− 1)

2
.

Affinché v non sia degenere, è necessario che esista un certo set di note
associato a v. Sia n la cardinalità di tale set di note: il numero di intervalli
che si formeranno sarà n(n−1)

2 . Dato che
∑t

i=1 vi rende conto del numero
totale di intervalli, deve sussistere che

n(n− 1)
2

=
t∑

i=1

vi,

ovvero che

n2 − n = 2
t∑

i=1

vi,

1In realtà sappiamo che un vettore potrebbe riferirsi a più di un set di note, ad
ogni modo non c’è ambiguità, poiché tutti questi set di note avrebbero uguale cardi-
nalità. La cardinalità del set di note associato a un vettore non degenere è definita
inequivocabilmente.
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n2 − n− 2
t∑

i=1

vi = 0

n =
1 +

√
1 + 8

∑t
i=1 vi

2
= car(v).

Dato che n deve essere intero,
√

1 + 8
∑t

i=1 vi deve essere un intero dispari.

Diamo la seguente definizione.

Definizione 6.4. I numeri triangolari sono i naturali tr(i) costruiti ri-
corsivamente a partire da

tr(1) = 0

tr(i + 1) = tr(i) + i per i ≥ 0.

Possiamo ora dare un corollario alla Proposizione 6.3.

Corollario 6.5. Condizione necessaria affinché v sia un vettore intervallare
degenere è che ‖v‖1 sia un numero triangolare.

Dimostrazione. Osservando che
∑t

i=1 vi = ‖v‖1, il corollario discende da un
passaggio intermedio: abbiamo che

t∑
i=1

vi =
n2 − n

2
,

il che ci dice proprio che
∑t

i=1 vi deve essere un numero triangolare, pre-
cisamente n2−n

2 = tr(n) per n ≥ 1 ci restituisce la sequenza dei numeri
triangolari. Basta notare che per n = 1 si ha n2−n

2 = 0 = tr(1) e

(n + 1)2 − (n + 1)
2

=
n2 − n + 2n

2
= tr(n) + n = tr(n + 1).

I primi numeri triangolari sono 0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, . . ., che corrispondono
rispettivamente a cardinalità degli insiemi pari a 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . Che tale
condizione non sia anche sufficiente è immediato da vedere: per la stessa
ragione esposta ad inizio paragrafo, [600000] non può essere iv di alcunché
in Z12, pur essendo

∑6
i=1 vi = 6 un numero triangolare.

La condizione sopra esposta dunque è piuttosto debole; ad esempio non ci
permette di risolvere la questione della degenerazione di [600000]. Possiamo
però enunciare e dimostrare una condizione necessaria più forte.
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Proposizione 6.6. Sia v = (v1, . . . ,vt) una t-upla ordinata a caratteristi-
ca intera n = car(v). Condizione necessaria affinché v (con ‖v‖1 numero
triangolare) sia un vettore intervallare non degenere è che esista un insieme
di indici {i1, i2, . . . , in−1}, 0 < ij ≤ t, tali che

vq ≥ |{j : /ij/ = /q/}|+ 1,

con q minimo intero non negativo della classe intervallare /i1+i2+. . .+in−1/.

Osservazione. Prima di dimostrare la Proposizione 6.6, osserviamo che
essa in sostanza ci dice che nell’“abaco” associato al vettore v, esistono n−1
palline tali che nella colonna q sia presente un’altra pallina (con q dato dal
minimo intero non negativo della classe resto della somma degli indici delle
colonne relative alle n − 1 palline iniziali). Per un’esemplificazione si veda
la figura 6.1.

Dimostrazione. Dato che per ipotesi v non è degenere, esiste un set di note
A che ha v come suo iv. Sia {a1, a2, . . . , an} il set di note.

Per gli intervalli diretti sappiamo valere

dint(a1, an) = dint(a1, a2) + dint(a2, a3) + . . . + dint(an−1, an).

Per j = 1, . . . , n − 1 chiamiamo ij il minimo intero non negativo della
classe /dint(aj , aj+1)/. Sia q il minimo intero non negativo di /dint(a1, an)/.
La famiglia di indici {ij} fa al caso nostro; infatti detto p il numero di
intervalli int (aj , aj+1) = /ij/ della famiglia che sono pari a /q/, l’entrata vq

dovrà tenere conto, oltre a tali intervalli, anche dell’intervallo int (a1, an),
che è pari proprio a /q/, da cui la tesi.

La condizione data dalla Proposizione 6.6 è esemplificata in figura 6.1.
Ancora una volta, questa condizione necessaria non è sufficiente: basta con-
siderare che in Z12 il vettore [211101] che non è vettore intervallare di al-
cunché. Per assurdo, sia esso associato a qualche set di note A: tale set
di note, per la Proposizione 6.3, deve avere cardinalità 4. Mediante ricerca
esaustiva al calcolatore (riportata nella tabella 6.1) si dimostra facilmente
che non esistono set di note di cardinalità 4 aventi tale vettore come vettore
intervallare.

6.1.2 Condizione sufficiente

Torniamo al caso particolare di Z12.

Proposizione 6.7. Sia v una sestupla ordinata. Condizione sufficiente
affinché v sia un vettore intervallare non degenere in Z12 è che le entrate
siano non crescenti (v1 ≥ v2 ≥ v3 ≥ v4 ≥ v5 ≥ v6,), che vi − vi+1 ≤ 1 per
i = 1, . . . , 5, che v6 ≤ 1 e che non vi siano più di tre vi uguali.
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Figura 6.1: Esemplificazione della Proposizione 6.6 per il set di note
{2, 3, 6, 11} rappresentato nel diagramma di Krenek a sinistra. Esistono le
palline cerchiate in tratteggio tali che nella colonna data dal minimo intero
positivo della classe /1 + 3 + 5/ = /9/ = /3/ (che è 3) esiste un’altra pallina,
situata nel riquadro tratteggiato.

Dimostrazione. La prova è per esaustione. Sia q = ‖v‖1, che dal Corolla-
rio 6.5 sappiamo dover essere un numero triangolare. Per q = 0 non c’è
nulla da dimostrare (caso di set di note singoletto). Per q = 1 (n = 2
note), l’unico caso in ipotesi è il vettore [100000] = iv({0, 1}). Per q = 3
(n = 3 note) i soli casi previsti dall’ipotesi sono [210000] = iv({0, 1, 2})
e [111000] = iv({0, 1, 3}). Per q = 6 (n = 4 note) abbiamo [321000] =
iv({0, 1, 2, 3}) e [221100] = iv({0, 1, 2, 4}). Per q = 10 (n = 5 note) ab-
biamo [432100] = iv({0, 1, 2, 3, 4}), [332110] = iv({0, 1, 2, 3, 5}), [322210] =
iv({0, 1, 2, 4, 5}) e [322111] = iv({0, 1, 2, 3, 10}). Per q = 15 (n = 6 no-
te) abbiamo [543210] = iv({0, 1, 2, 3, 4, 5}), [443211] = iv({0, 1, 2, 3, 4, 6}),
[433221] = iv({0, 1, 2, 3, 4, 7}). Per q = 21 l’unico vettore da verificare è
[654321] = iv({0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}), Per q > 21 non v’è nulla da dimostrare,
poiché non si possono avere sestuple ordinate del tipo richiesto dalle ipotesi.

I set di note riportati qui sopra non sono, naturalmente, gli unici set aven-
ti per vettori intervallari quelli cui si riferiscono; tuttavia ci basta notare che
ogni vettore della forma prevista dalle ipotesi non è degenere, dal momento
che esiste almeno un set di note che l’ha per vettore intervallare.

Esemp̂ı. Ad esempio tutti i vettori come [321000], [432100] o [543210]
sappiamo (grazie a questa condizione sufficiente) che sono sicuramente non
degeneri in Z12.

6.1.3 Condizione necessaria e sufficiente

Non è facile trovare una condizione necessaria e sufficiente. Riusciamo ad
averla in un teorema di struttura che, pur avendo il pregio di fornire un’al-

43



goritmo di controllo, ha l’impiccio di richiedere una condizione piuttosto
complicata.

Teorema 6.8. Sia v = (v1, . . . ,vt) una t-upla ordinata. Condizione neces-
saria e sufficiente affinché v sia un vettore intervallare non degenere è che
valgano le seguenti condizioni:

(i) la caratteristica n = car(v) è intera;

(ii) esiste una collezione di indici {i1, i2, . . . , in−1}, 0 < ij ≤ t, tali che

vq(g,h) ≥

∣∣∣∣∣∣
(k, d) :

/
k+d∑
j=k

ij

/
= /q(g, h)/, con 0 ≤ d ≤ h− 2 e 1 ≤ k ≤ n− d


∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
c :

/
c+h−1∑

j=c

ij

/
= /q(g, h)/, con 1 ≤ c ≤ g − 1


∣∣∣∣∣∣+ 1

con q(g, h) minimo intero non negativo della classe
/∑g+h

j=g ij

/
, per

ogni h = 1, . . . , n− 2 e per ogni g = 1, . . . n− h− 1.

Dimostrazione. Che (i) sia necessaria è quanto asserisce la Proposizione 6.3.
Quanto a (ii), supponiamo che esista un set di note A = {a1, . . . , an} associa-
to al vettore intervallare. Ciò che vogliamo fare è dimostrare una condizione
ben più restrittiva della Proposizione 6.6.

Trattiamo innanzitutto un caso che potrebbe essere “scomodo”: se esi-
ste2 un certo r t.c. dint(ar, ar+1) > [6]12 (nel senso dell’osservazione di
pag.13) allora operiamo su A una trasposizione di −ar+1 semitoni, sicché
ora riordinando il set T−ar+1(A) = {b1 = 0, . . . , bn = −ar}, l’intervallo di-
retto più grande di 6 semitoni si trova tra bn e b1. Dato che le trasposizioni
preservano il vettore intervallare (Proposizione 4.1), non abbiamo perso di
generalità, e dunque possiamo supporre che all’interno del set A l’intervallo
diretto maggiore di 6 semitoni sia (se c’è) quello tra an e a1.

Ora, per j = 1, . . . , n − 1, basta prendere ij come il minimo intero non
negativo della classe intervallare int (aj , aj+1). Fissiamo g e h t.c. 1 ≤ h ≤
n− 2 e 1 ≤ g ≤ n− h− 1. Sia q(g, h) è il minimo intero non negativo della
classe/

g+h∑
j=g

ij

/
=

/g+h∑
j=g

ij

/ =

/
g+h∑
j=g

[ij ]

/
= /dint(ag, ag+1) + . . . + dint(ag+h, ag+h+1)/ ,

dove l’ultima uguaglianza vale proprio perché ci siamo liberati del caso
“scomodo”, e dunque dint(aj , aj+1) = [ij ].

2Ovviamente se un tale r esiste è unico.
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Al variare di d < h− 2, gli intervalli/
k+d∑
j=k

dint(aj , aj+1)

/
=

/k+d∑
j=k

ij

/ =

/
k+d∑
j=k

[ij ]

/
=

/
k+d∑
j=k

ij

/

sono intervalli conteggiati in iv(A) per ogni k < n− d. Quando d = h− 1,
al variare di c < g anche gli intervalli/

c+h−1∑
j=c

dint(aj , aj+1)

/
=

/c+h−1∑
j=c

ij

/ =

/
c+h−1∑

j=c

[ij ]

/
=

/
c+h−1∑

j=c

ij

/

sono intervalli conteggiati in iv(A). Sia p il numero degli intervalli dei due
tipi sopra esposti che sono pari a /q(g, h)/: l’entrata vq(g,h) dovrà tenere
conto, oltre a tali intervalli, anche dell’intervallo

/dint(ag, ag+1) + . . . + dint(ag+h, ag+h+1)/ =

/
g+h∑
j=g

dint(aj , aj+1)

/
=

/
g+h∑
j=g

ij

/
,

che non è già stato conteggiato prima (c = g non era ammesso) da cui la
tesi.

Per mostrare che la (i) e la (ii) sono anche sufficienti, basta notare che,
se le ipotesi sono soddisfatte, il set di note

A =

[0]m, [0]m + [i1]m, [0]m + [i1]m + [i2]m, . . . , [0]m +
n−1∑
j=1

[ij ]m


ha per vettore intervallare proprio il vettore v.

La condizione data dal Teorema 6.8 è esemplificata in figura 6.2.

6.2 Tavole dei vettori intervallari di Z12

Dovendo disporre di metodi più diretti per il controllo della non degenera-
zione, conviene servirsi direttamente di tavole.

Nella Tavola 6.1 è riportato l’elenco di tutti i possibili vettori intervallari
non degeneri di Z12, elenco ottenuto mediante l’analisi al calcolatore di tutti
i possibili set di note. Per altre informazioni si può far riferimento anche alle
tavole fornite da Verdi (Verdi [34]). La tabella 6.1 elenca i vettori intervallari
ordinati per caratteristica e quindi in ordinamento lessicografico.

In base a tale tabella, possiamo dare una definizione e ricavare una
semplice proposizione.
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Figura 6.2: Esemplificazione del Teorema 6.8 per il set di note {2, 3, 6, 11} di
cardinalità n = 4 rappresentato nel diagramma di Krenek a sinistra. Gli indici
{i1 = 1, i2 = 3, i3 = 5} (legati alle palline Ψ1,1 = {a, b, f}) sono l’insieme di
cui si asserisce l’esistenza nella condizione (ii). Per h = 1, g = 1, q è il minimo
intero non negativo della classe /1 + 3/, cioè q = 4, e la condizione data dalla
(ii) si traduce chiedendo che 2 = v4 ≥ 0 + 0 + 1, fatto vero e dovuto alla
presenza della pallina d legata alla combiazione delle palline Ψ2,1 = {a, b}, e
diversa dalle altre. Per h = 1, g = 2, q è il minimo intero non negativo della
classe /3+5/ = /8/ = /4/, cioè q = 4, e la condizione data dalla (ii) si traduce
chiedendo che 2 = v4 ≥ 0+1+1, fatto vero e dovuto alla presenza della pallina
e, legata alla combiazione delle palline Ψ2,2 = {b, f}, e diversa dalle altre. Per
h = 2, g può assumere solo il valore 1, e q è il minimo intero non negativo della
classe /1 + 3 + 5/ = /9/ = /3/, cioè q = 3, e la condizione data dalla (ii) si
traduce chiedendo che 2 = v3 ≥ 1 + 0 + 1, fatto vero e dovuto alla presenza
della pallina c, legata alla combiazione delle palline Ψ1,1 = {a, b, f}, e diversa
dalle altre.
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car(v) vettori intervallari
1 [000000]
2 [100000], [010000], [001000]], [000100], [000010], [000001
3 [210000], [111000], [101100], [100110], [100011], [020100], [011010], [010101],

[010020], [002001], [001110], [000300]
4 [321000], [221100], [212100], [211110], [210111], [210021], [201210], [200121],

[200022], [122010], [121110], [112101], [112011], [111120], [111111], [110121],
[102210], [102111], [101310], [101220], [030201], [021120], [021030], [020301],
[020202], [012120], [012111], [004002]

5 [432100], [332110], [322210], [322111], [321121], [311221], [310132], [232201],
[231211], [223111], [222220], [222121], [221311], [221131], [220222], [213211],
[212320], [212221], [212122], [211231], [202420], [202321], [132130], [131221],
[123121], [122311], [122230], [122212], [122131], [121321], [114112], [113221]
[040402], [032221], [032140]

6 [543210], [443211], [433221], [432321], [422232], [421242], [420243], [343230],
[342231], [333321], [333231], [332232], [324222], [323430], [323421], [322431],
[322332], [322242], [313431], [303630], [242412], [241422], [234222], [233241],
[233331], [233241], [232341], [225222], [224322], [224232], [224223], [223431],
[143250], [143241], [142422], [060603]

7 [654321], [554331], [544431], [544332], [543342], [533442], [532353], [454422],
[453432], [445332], [444441], [444342], [443532], [443352], [442443], [435432],
[434541], [434442], [434343], [433452], [424641], [424542], [354351], [353442],
[345342], [344532], [344451], [344433], [344352], [343542], [336333], [335442],
[262623], [254442], [254361]

8 [765442], [665542], [656542], [655552], [654553], [654463], [645652], [644563],
[644464], [566452], [565552], [556543], [556453], [555562], [555553], [554563],
[546652], [546553], [545752], [474643], [465562], [465562], [465472], [464743],
[464644], [456562], [456553], [448444]

9 [876663], [777663], [767763], [766773], [766674], [686763], [677673], [676764],
[676683], [668664], [667773], [666963]

10 [988884], [898884], [889884], [888984], [88894], [888885]
11 [10,10,10,10,10,5]
12 [12,12,12,12,12,6]

Tabella 6.1: Tavola dei vettori intervallari non degeneri di Z12.
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Definizione 6.9. Chiameremo V ⊆ N6 l’insieme dei vettori intervallari non
degeneri in Z12:

V = {w ∈ N6 t.c. ∃A ∈ P(U) : iv(A) = w}.

Chiamiamo Vi l’insieme dei vettori intervallari non degeneri di caratte-
risica i.

Vi = {w ∈ V t.c. car(w) = i}.

Proposizione 6.10. Valgono le seguenti proprietà, per i = 1, . . . , 11:

(i) |Vi| = |V12−i|;

(ii) V12−i = {v + (6 − i) · [222221] : v ∈ Vi}, ove la somma è la somma
canonica di N6;

(iii) i Vi sono una partizione di V.

Dimostrazione. Tutti i punti della tesi si deducono immediatamente analiz-
zando il numero finito di casi riportati nella tabella 6.1. Il terzo punto, in
particolare, è immediato.

Esempio. Per i = 9, consideriamo V9, ossia l’insieme dei vettori non dege-
neri di caratteristica 9. Notiamo che la Proposizione 6.10 asserisce che V9 ha
la stessa cardinalità di V3, e che ogni elemento di V9 = V12−3 può essere otte-
nuto sommando a ogni vettore v ∈ V3 il vettore (6−3) · [222221] = [666663].
Questo fatto sarà chiaro più chiaro con il Teorema 7.3.

6.3 Spazi generati

Torniamo al caso generale di Zm. Possiamo fare un passo ulteriore intro-
ducendo la nozione di spazio generato. Se consideriamo un certo vettore
intervallare v, abbiamo visto che in generale esso non è associato ad alcun
esacordo. Possiamo però agire su tale vettore di modo che esso sia legato a
qualche set di note.

6.3.1 Caratterizzazione implicita

Definizione 6.11. Date due t-uple ordinate di Nt v e w, diremo che v è
maggiorante di w se vi ≥ wi per i = 1, . . . , t. Diremo che v è minorante
di w se w è maggiorante di v.

Esempio. Il vettore [342510] è un maggiorante di [123500], poiché ogni
entrata del primo vettore è maggiore o uguale della corrispettiva entrata del
secondo.
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Osservazione. Naturalmente non è vero che se v non è maggiorante di w
allora ne è minorante; ad esempio il vettore [321000] non è né maggiorante
né minorante di [234100]. Possiamo dire che questa definizione introduce un
ordinamento parziale in Nt.

Introduciamo anche due operazioni tra vettori.

Definizione 6.12. Siano v e w due t-uple ordinate. Definiamo le operazioni
binarie ⊕ : Nt × Nt → Nt e 	 : Nt × Nt → Nt come

v⊕w = a

v	w = b

aventi entrate ai = max(vi, wi) e ai = min(vi, wi), per i = 1, . . . , t.

Esempio e prime proprietà. L’operazione ⊕ associa a due vettori il vet-
tore che ha per i-esima componente la più grande tra le i-esime componenti
dei vettori. L’operazione 	 fa la medesima cosa prendendo però la più pic-
cola tra le i-esime componenti dei vettori. Ad esempio [112100]⊕ [204021] =
[214121] e [112100] 	 [204021] = [102000], oppure [012200] ⊕ [002000] =
[022200] e [012200] 	 [002000] = [002000]. Chiaramente entrambe le ope-
razioni sono commutative e associative. L’operazione ⊕ gode dell’esistenza
dell’elemento neutro [00 . . . 0] (il vettore nullo di Nt); l’operazione 	 non am-
mette elemento neutro. Tuttavia se ci limitiamo al caso Z12 e restringiamo
l’operazione ai minoranti di [12, 12, 12, 12, 12, 6], tale operazione ammette
come elemento neutro proprio il vettore [12, 12, 12, 12, 12, 6].3

Definizione 6.13. Data una t-upla v, sia M = {w : wi ≥ vi, i = 1, . . . , t}
l’insieme dei maggioranti di v. Il sottoinsieme dei vettori non degeneri di
M è detto spazio generato da v (e scriveremo Span(v)):

Span(v) = {w ∈ M t.c. ∃S ∈ P(Zm) : w = iv(S)}.

Chiameremo spazio minimo generato da v, e indicheremo con MSpan(v),
l’insieme

MSpan(v) = {w ∈ Span(v) t.c. ∀w′ ∈ M ‖w‖ ≤ ‖w′‖}.

Lo spazio minimo generato da un vettore è dunque in sostanza l’insieme
dei maggioranti non degeneri aventi norma minima. Possiamo chiamare
questa caratterizzazione implicita, poiché non fornisce un metodo diretto
per costruire lo spazio minimo generato da un vettore.

3Il perché scegliamo proprio questo vettore dovrebbe essere chiaro dall’analisi delle
tabelle dei vettori non degeneri. Tale vettore è il vettore intervallare del totale cromatico:
più di cos̀ı non si può ottenere. Rimane vero che in generale la restrizione 	|M : M×M →
M dove M è l’insieme dei minoranti di un certo v gode della presenza dell’elemento neutro
v.
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Definizione 6.14. Chiameremo rango di una t-upla v (e scriveremo rank(v))
la seguente quantità:

rank(v) = car(w),

ove w ∈ MSpan(v) è un qualsiasi elemento dello spazio minimo generato da
v, nel caso in cui MSpan(v) 6= ∅. Se MSpan(v) = ∅, allora rank(v) = 0.

Osservazione. La definizione è ben posta in virtù del fatto che tutti gli
elementi di MSpan(v) hanno uguale norma e dunque uguale caratteristica.

Notiamo in sostanza che il rango di un vettore è la minima caratteristica
dei suoi maggioranti, ovvero la cardinalità minima di un set di note associato
a un suo maggiorante.

6.3.2 Proprietà

Possiamo facilmente dare alcuni risultati abbastanza immediati.

Proposizione 6.15. rank(v) ≥ car(v) per ogni t-upla ordinata v.

Corollario 6.16. Se v è non degenere, rank(v) = car(v)

Dimostrazione. La dimostrazione è ovvia: dire che w è un maggiorante di
v significa che ha norma maggiore o uguale alla norma di v, il che implica
che ha caratteristica maggiore o uguale della caratteristica di v. Dato che
il rango è la minima caratteristica dei maggioranti, si ha la tesi.

Il corollario deriva dal fatto che se v è non degenere, allora è esso stesso
un suo maggiorante, e tra tutti è naturalmente quello di norma minima.

Osservazione. Nella maggior parte dei casi si ha che

rank(v) = dcar(v)e,

ovvero che il rango di un vettore è l’approssimazione della sua caratteristica
per eccesso al naturale più vicino.

Esemplificando in Z12, per v = [211000],

car([211000]) =
1 +

√
33

2
≈ 3, 37

e
rank([211000]) = 4,

poiché ad esempio il vettore [221100] = iv({0, 1, 2, 4}) è un maggiorante di
[211000], e notiamo infatti che rank([211000]) = dcar([211000])e.

Tuttavia questo non è vero in generale. Ad esempio per v = [300000],

car([300000]) =
1 +

√
25

2
= 3,
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ma
rank([300000]) = 4,

poiché ad esempio il vettore [321000] = iv({0, 1, 2, 3}) è un maggiorante di
[300000], e chiaramente non esistono maggioranti di caratteristica 3. Dunque
la caratteristica differisce dal rango di un’unità.

Naturalmente non è difficile costruire casi anche peggiori. Sia v =
[500000],

car([500000]) =
1 +

√
41

2
≈ 3, 70,

ma
rank([500000]) = 6,

poiché il primo maggiorante è [543210] = iv({0, 1, 2, 3, 4, 5}).
Il divario tra il rango e la caratteristica è significativo. Ad esempio,

nell’ultimo caso, esso rende conto del fatto che, prendendo cinque intervalli
di un semitono, avremo bisogno di molti altri intervalli per poter associare il
vettore a un set di note. Questo ci aiuta a rispondere anche a una domanda
molto interessante: perché ad esempio [300000] è degenere e [210000] no?
Perché [300000] genera uno spazio che ha dimensione maggiore di quello che
gli sarebbe “naturale”, ossia quella della sua caratteristica.

Proposizione 6.17. Siano v,w due sestuple ordinate. Se w è maggiorante
di w, allora Span(v) ⊆ Span(w).

Dimostrazione. Sia v′ ∈ Span(v). v′ è maggiorante non degenere di v, che
a sua volta è maggiorante di w; per transitività della relazione d’ordine
abbiamo che v′ è maggiorante non degenere di w e dunque appartiene al
suo spazio generato.

Focalizzandoci su Z12 possiamo dare tre di risultati immediati.

Proposizione 6.18. V = Span([000000]).

Dimostrazione. Banalmente, qualsiasi vettore di N6 è maggiorante del vet-
tore nullo. Tutti i vettori non degeneri sono quindi in Span(000000), da cui
segue la tesi per definizione di V.

Proposizione 6.19. Siano v,w due sestuple ordinate t.c. Span(v) 6= ∅ e
Span(w) 6= ∅. Allora Span(v) ∩ Span(w) 6= ∅

Dimostrazione. Se gli spazi generati da v e w non sono vuoti, contengono
almeno il vettore [12,12,12,12,12,6], che quindi sta anche nell’intersezione.

Proposizione 6.20. Sia v una sestupla ordinata. Span(v) = ∅ se e solo
se MSpan(v) = ∅, e questo accade se vi > 12 per qualche i ∈ {1, . . . , 5}
oppure v6 > 6.
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Dimostrazione. Lo spazio generato da v è vuoto se e solo se non vi so-
no maggioranti per v, il che è vero se e solo se lo spazio minimo genera-
to da v è vuoto. Per la seconda parte, basta notare che il vettore u =
[12, 12, 12, 12, 12, 6] = iv(Z12) è il vettore intervallare del totale cromatico,
e pertanto il più grande tra tutti i vettori intervallari associabili a un set di
note. Ergo: se lo spazio generato da v è vuoto, cioè se non esistono mag-
gioranti di v, significa che u non è maggiorante di v, e dunque deve esistere
almeno un entrata in cui v supera u, e abbiamo la tesi.

Tornando al caso generale di Zm:

Proposizione 6.21. Siano v,w due t-uple ordinate.

Span(v) ∩ Span(w) = Span(v⊕w)

Span(v) ∪ Span(w) ⊆ Span(v	w)

Dimostrazione. Se u ∈ Span(v) ∩ Span(w) significa che u ∈ Span(v) e
u ∈ Span(w), da cui u è maggiorante non degenere sia di v sia di w.
Cioè, per ogni i = 1, . . . , t, ui ≥ vi e ui ≥ wi. Ma allora vale anche che
ui ≥ max(vi, wi), da cui u è anche maggiorante non degenere per v ⊕w, e
dunque sta nel suo spazio generato. Viceversa sia x ∈ Span(v⊕w): significa
che x è maggiorante non degenere per v ⊕w, ovvero che xi ≥ max(vi, wi),
da cui xi ≥ vi e xi ≥ wi, e quindi x sta sia nello spazio generato da v, sia
nello spazio generato da w, da cui, in definitiva, sta nell’intersezione di tali
spazi.

Analogamente: se u ∈ Span(v) ∪ Span(w) significa che u ∈ Span(v)
oppure u ∈ Span(w). Per fissare le idee supponiamo u ∈ Span(v) (ana-
logamente si procede per l’altro caso), da cui u è maggiorante non dege-
nere di v. Cioè, per ogni i = 1, . . . , t, ui ≥ vi. Ma allora vale anche che
ui ≥ min(vi, wi), da cui u è anche maggiorante non degenere per v 	w, e
dunque sta nel suo spazio generato.

Osservazione. Non è vero, in generale, che

Span(v) ∪ Span(w) = Span(v	w).

Ad esempio, per v = [123014] e w = [210011] abbiamo che v	w = [110011],
e il vettore x = [111111] sta nello spazio generato da v 	w ma non sta né
nello spazio generato da v né in quello generato da w (e dunque non sta
nell’unione).

Lemma 6.22. Sia v una t-upla ordinata. Se v ∈ Span(v), allora v ∈
MSpan(v).

Dimostrazione. In Span(v) ci sono tutti i vettori di norma - e quindi di
caratteristica - maggiore o uguale a quella di v. Se v sta nel suo spazio
generato ha dunque norma minima, e quindi sta anche nel suo spazio minimo
generato.
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Osservazione. Naturalmente vale anche l’implicazione inversa (triviale):
un vettore è nel suo spazio generato se e solo se è nel suo spazio minimo
generato.

Possiamo ora enunciare e dimostrare un teorema riassuntivo sulla non
degenerazione.

Teorema 6.23. Sia v una t-upla ordinata. Le seguenti condizioni sono
equivalenti:

(i) v è non degenere;

(ii) v ∈ Span(v);

(iii) v ∈ MSpan(v);

(iv) MSpan(v) = {v};

(v) rank(v) = car(v).

Dimostrazione. Costruiamo una catena di implicazioni. Se v è non degenere,
allora è maggiorante di sé stesso, dunque è nel suo spazio generato, e (i) ⇒
(ii). Se è nel suo spazio generato, per il Lemma 6.22 è anche nel suo spazio
minimo generato, da cui (ii) ⇒ (iii). Se v è nel suo spazio minimo, esso è
naturalmente l’unico vettore di norma minima4, dunque è il solo presente
nello spazio minimo, cioè (iii) ⇒ (iv). Se v è l’unico elemento del suo
spazio minimo, in particolare si avrà che il rango di v sarà la sua stessa
caratteristica, e dunque (iv) ⇒ (v). Chiudiamo il cerchio: se il rango di v è
pari alla sua caratteristica, significa che esiste un maggiorante di v che ha
la stessa norma di v, e non può essere che v stesso; ma se v è maggiorante
di sé stesso, per definizione è un vettore non degenere, da cui (v) ⇒ (i), e ci
siamo.

Questa caratterizzazione dei vettori intervallari non degeneri è molto più
immediata del Teorema 6.8, ma non fornisce alcun algoritmo di riconosci-
mento.

Osservazione. Non è detto che se MSpan(v) sia un singoletto (cioè ha
cardinalità 1) allora v sia non degenere. Si consideri ad esempio v = [320000]
che ha rango 4, poiché [321000] = iv({0, 1, 2, 3}) è un suo maggiorante.
Ma [321000] è anche l’unico elemento presente in MSpan(v): infatti non
esistono altri maggioranti di caratteristica 4. Se ci fossero, dovrebbero avere
prima entrata pari almeno a 3, ma dalle tabelle sappiamo che l’unico vettore
di caratteristica 4 non degenere avente prima entrata pari a 3 è proprio
[321000]. In questo caso, quindi, lo spazio generato da v è un singoletto che
non contiene v.

4Tutti gli altri maggioranti sono costruiti infatti aumentando il valore di qualche
entrata. Quando scriviamo di norma minima, intendiamo sempre di norma uno minima.
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6.3.3 Caratterizzazione esplicita

Possiamo fornire anche esplicitamente la struttura dello spazio generato da
un vettore, ovvero dire come viene costruito il generico vettore che vi appar-
tiene. Tuttavia tale condizione non è semplice, e ai fini pratici, per scrivere lo
spazio minimo generato da un vettore conviene ancora ricorrere alla Tavola
6.1. Da un punto di vista teorico, vale però la seguente caratterizzazione.

Proposizione 6.24. Sia v una t-upla ordinata. Allora

Span(v) =

iv (set (w)) : w =
t∑

i=1

vi∑
j=1

±i · gϕ(j+
∑i−1

l=1 vl) +
q∑

l=1

λl · gϕ(l+‖v‖1),

con gk = ek ∨ gk = fk :=
1+q+‖v‖1∑

l=1

el, q ∈ N, λl ∈ N


MSpan(v) =

{
w ∈ Span(v) : ‖w‖1 ≤ ‖w′‖1 ∀w′ ∈ Span(v)

}
dove

• ep il generico vettore della base canonica di R‖1+q+v‖1 , avente l’uno
nell’entrata p-esima.

• ϕ : {1, . . . , q + ‖v‖1} → {2, . . . , 1+ q + ‖v‖1} una qualche applicazione
biettiva;

• set : N1+q+‖v‖1 → P(Zm) la funzione che associa a ciascun vettore
l’insieme delle classi delle sue componenti;5

• iv : P(Zm) → Nt la solita funzione che a ciascun set di note associa il
relativo vettore intervallare.

Dimostrazione. Che MSpan(v) abbia la forma scritta in tesi deriva diretta-
mente dalla sua definizione. Occupiamoci di Span(v). Sia

A =

iv (set (w)) : w =
t∑

i=1

vi∑
j=1

±i · gϕ(j+
∑i−1

l=1 vl) +
q∑

l=1

λl · gϕ(l+‖v‖1),

gk = ek ∨ gk = fk :=
1+q+‖v‖1∑

l=1

el, q ∈ N, λl ∈ N

 .

5Ad esempio, al vettore


0
6
2
3
2

 ∈ N5 verrà associato l’insieme {0, 2, 3, 6} ∈ P(Zm),

ammesso naturalmente che in questo caso m ≥ 7.
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Per costruzione tra i {wi} si formano sicuramente gli intervalli del vettore
intervallare v - oltre a eventuali altri intervalli. Ergo: ognuno dei {wi} ha
per vettore intervallare un maggiorante di v, da cui A ⊆ Span(v), poiché
ogni elemento di A è un maggiorante non degenere (per costruzione) di v.
Mostriamo ora che vale anche l’inclusione opposta: sia v′ un maggiorante
non degenere di v (cioè un elemento del suo spazio generato). Allora esiste
un set di note associato a v′, chiamiamolo S = {s1, . . . , st}. Senza perdita
di generalità, possiamo immaginare s1 = 0 (l’operazione di trasposizione,
per la Proposizione 4.1, infatti non cambia il vettore intervallare). Il vettore
intervallare v′ rende conto degli intervalli

int(s1, s2), int(s1, s3), int(s1, s4), . . . , int(s1, st)

int(s2, s3), int(s2, s4), . . . , int(s2, st)
...

int(st−1, st).

Ricostruiamo dunque il set di note nel seguente modo (utilizzeremo momen-
taneamente un piccolo abuso di notazione, per cui nei vettori identificheremo
si con il minimo intero non negativo della sua classe).
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0
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...
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st−1
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0
st

...
s2

st

...
s3

st

...
s4

...
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=: s

Quindi possiamo scrivere

s =ĩnt(s1, st) · e2 + ĩnt(s1, st−1) · e3 + . . . + ĩnt(s1, s3) · et−1 + ĩnt(s1, s2) · ft+

+ ĩnt(s2, st) · et+1 + ĩnt(s2, st−1) · et+2 + . . . + ĩnt(s2, s4) · e2t−3 + ĩnt(s2, s3) · f2t−2+
...

+ ĩnt(st−2, st) · f t(t−1)
2

−2
+ ĩnt(st−2, st−1) · f t(t−1)

2
−1

+ ĩnt(st−1, st) · f t(t−1)
2

,

intendendo con ĩnt(si, sj) il minimo intero non negativo della classe interval-
lare int(si, sj). Abbiamo dunque riscritto s nella forma richiesta dalla tesi
del teorema. Infatti tra tutti gli intervalli int(si, sj) ci sono sicuramente gli
intervalli annoverati in v, dal momento che per ipotesi v′ è maggiorante di
v. Gli altri q := t(t−1)

2 − 1− ‖v‖1 sono gli intervalli aggiuntivi di cui è reso
conto nell’ultima sommatoria della tesi. Ne deduciamo che iv(set(s)) ∈ A;
dato che set(s) = S per costruzione e che iv(S) = v′, ricaviamo che v′ ∈ A,
e per la generalità di v′ si ha che Span(v) ⊆ A. Mettendo insieme le due
inclusioni troviamo

A = Span(v),

cioè la tesi.
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Esempio. Per mostrare che MSpan([212100]) = {[212100]} notiamo che
possiamo scrivere

0
4
3
1
4
3
4


= 4e2 + 3e3 + 1f4 + 3e5 + 2f6 + 1e7

= 1f4 + 1e7 + 2f6 + 3e3 + 3e5 + 4e2,

e dunque tale vettore è della forma di quelli richiesti dalla Proposizione
6.24. Più esplicitamente, il vettore può essere costruito mediante i seguenti
passaggi:

0
0
0
0
0
0
0


�



0
4
0
0
0
0
0


�



0
4
3
0
0
0
0


�



0
4
3
1
1
1
1


�



0
4
3
1
4
1
1


�



0
4
3
1
4
3
3


�



0
4
3
1
4
3
4


.

Dato che set





0
4
3
1
4
3
4




= {0, 1, 3, 4} e che iv({0, 1, 3, 4}) = [212100], abbia-

mo immediatamente che [212100] ∈ Span([212100]). Per il Lemma 6.22,
allora [212100] ∈ MSpan([212100]), e quindi dal Teorema 6.23 sappiamo che
[212100] è non degenere e che il suo spazio minimo è formato solo da [212100]
stesso.

Osservazione. Si può osservare che la Proposizione 6.24 e il Teorema 6.23
equivalgono sostanzialmente a guardare da un’altra angolazione quanto af-
ferma il Teorema 6.8 e in particolare quanto è contenuto nella sua condizione
(ii).
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Capitolo 7

Set Z-related

7.1 Definizione e problema

Il secondo problema da affrontare è il problema degli Z-set, o dei set Z-
related. Serve innanzitutto una definizione formale.

Definizione 7.1. Set di note A1, A2, . . . , An sono detti Z-related se iv(A1) =
iv(A2) = . . . = iv(An) e /Ai/ 6= /Aj/ per ogni i, j = 1, . . . , n con i 6= j.

Due set Z-related verranno detti Z-coppia, tre set Z-related verranno
chiamati Z-tripletta, e cos̀ı via.

Il caso delle Z-coppie è naturalmente il più comune, tuttavia già Lewin
in [15] aveva mostrato un caso di Z-tripletta. All’aumentare di m, si trovano
addirittura casi più curiosi, addirittura in Z28 si trovano 19 forme primarie
diverse che condividono il medesimo vettore intervallare.

In generale, un set di note A per cui esiste un set B Z-related ad A sarà
chiamato Z-set.

In sostanza, due set sono Z-related se hanno uguale vettore intervalla-
re, ma non si corrispondono per trasposizione o inversione. Gli Z-set sono
noti ai teorici e ai compositori ormai da tempo, sino almeno dalla seconda
scuola di Vienna (soprattutto con Schönberg e Webern), ma una prima ana-
lisi metodica e accurata si ha solo con Forte, il quale ha coniato anche la
terminologia “Z-related” per indicare set di note come in Definizione ??.

Esempio. L’esempio più classico di set Z-coppia è quello, in Z12, dei set di
note A = {0, 1, 4, 6} e B = {0, 1, 3, 7} che, essendo entrambe forme primarie
(da cui /A/ 6= /B/) condividono il medesimo vettore intervallare

iv(A) = iv(B) = [111111].

Osservazione. Il primi Z-set si trovano in Z8, nello specifico troviamo la
Z-coppia {0, 1, 2, 5} e {0, 1, 3, 4}, condividenti il vettore intervallare [2121].
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Che non vi siano Z-set per m < 8 si può dimostrare facilmente per
esaustione, oppure anche servendosi della seguente facile proposizione1.

Proposizione 7.2. Non esistono Z-set di cardinalità minore di 4.

Dimostrazione. Per i casi di cardinalità 1 e 2 la tesi è banale (tutti i set
di cardinalità 1 appartengono alla medesima classe, mentre per i set di
cardinalità 2 esistono bm/2c set-class tutte con diversi vettori intervallari.

Quanto alla cardinalità 3, siano A e B due set t.c. |A| = |B| = 3, e siano
arc(A) = (a1, a2,m− a1 − a2) e arc(B) = (b1, b2,m− b1 − b2) le generiche
rispettive arcate. Gli intervalli conteggiati nel vettore intervallare di A sono:
/a1/, /a2/, /a1 + a2/; analogamente gli intervalli conteggiati nel vettore
intervallare di B sono /b1/, /b2/, /b1 +b2/. Essi coincidono esattamente con
gli intervalli dell’arcata (infatti /a1 + a2/ = / − a1 − a2/ = /m − a1 − a2/,
e analogamente per i bi).

Supponiamo che A e B condividano medesimo vettore intervallare; in
particolare ciascun intervallo dell’arcata di A sarà uguale a un intervallo
dell’arcata di B. Si possono verificare a meno di permutazioni circolari due
casi: arc(A) = (a1, a2,m−a1−a2) e arc(B) = (a1, a2,m−a1−a2), caso in
cui A e B sono l’uno la trasposizione dell’altro, da cui /A/ = /B/, oppure
arc(A) = (a1, a2,m− a1 − a2) e arc(B) = (a1,m− a1 − a2, a2), caso in cui
ricostruendo i set si ha, a meno di trasposizioni, che A = {0, a1, a1 + a2} e
B = {0, a1, a1 + m − a1 − a2} = {0, a1,m − a2} = Ta1I(A), da cui ancora
una volta /A/ = /B/ e i due set non possono essere Z-related.

Purtroppo non esiste alcun criterio di enumerazione per gli Z-set, nessun
teorema che caratterizzi tutti e soli gli insiemi Z-related. Si possono però
trovare diverse condizioni sufficienti e algoritmi che possono sfornare, sotto
certe condizioni, Z-set. Vediamone alcune.

7.2 Generalized Hexachord Theorem

Un primo risultato è il cosiddetto Generalized Hexachord Theorem (GHT),
o Teorema di Babbitt, che relaziona il vettore intervallare di un set e del suo
complementare con riferimento ai gruppi Z2n. Lo enunciamo e dimostriamo
come corollario di un teorema più generale, dovuto a Hanson [13] e ripreso da
Lewin [17], sul contenuto intervallare di insiemi complementari, ricalcando
con poche variazioni la dimostrazione elementare che Regener fornisce in
[27].

Teorema 7.3. In Z2n, sia A un set di note di cardinalità q. Allora

iv(C(A))i = 2(n− q) + iv(A)i

1Tale proposizione di per sé non dimostra che non esistono Z-set per m < 8, ma
otteniamo tale tesi se teniamo presente quanto vedremo con il Corollario 7.5.
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per i 6= n e
iv(C(A))i = n− q + iv(A)i

se i = n, intendendo con iv(A)i la i-esima entrata del vettore intervallare di
A, e analogamente per iv(C(A))i.

Corollario 7.4 (Generalized Hexachord Theorem). Se |A| = q = n, allora
iv(A) = iv(C(A)).

Corollario 7.5. Se A e B sono Z-related, anche C(A) e C(B) sono Z-related.

Dimostrazione. Siano A e B due set di note. Chiaramente C(A)tA = Z2n,
indicando con t l’unione disgiunta, da cui per un generico insieme D si ha
che

D ∩ Z2n = D ∩ (A t C(A)) = (D ∩A) t (D ∩ C(A)) ,

da cui (si rammenti che l’unione è disgiunta)

|D| = |D ∩A|+ |D ∩ C(A)|,

cioè
|D ∩ C(A)| = |D| − |D ∩A|. (7.1)

D’altro canto nella (7.1) l’insieme D è generico, dunque sostituiamoci
l’insieme C(B), e abbiamo

|C(B) ∩ C(A)| = |C(B)| − |C(B) ∩A|. (7.2)

D’altro canto l’equazione (7.1) vale simmetricamente se sostituiamo l’in-
sieme B all’insieme A, da cui

|D ∩ C(B)| = |D| − |D ∩B| (7.3)

e per la genericità di D possiamo naturalmente scrivere che

|C(B) ∩A| = |A| − |A ∩B|. (7.4)

Inserendo in (7.2) l’informazione data da (7.4) si ottiene

|C(B) ∩ C(A)| = |C(B)| − |C(B) ∩A| = |C(B)| − |A|+ |A ∩B| =
= 2n− (|B|+ |A|) + |A ∩B|,

dove l’ultimo passaggio vale perché naturalmente |C(B)| = 2n− |B|.
Fin qui i set A e B sono generici. Supponiamo ora che B = Tk(A): dato

che per ipotesi |A| = q, si ha |A| = |B| = q, cioè |B|+ |A| = 2q e dunque

|C(A) ∩ C(Tk(A))| = 2(n− q) + |A ∩ Tk(A)| (7.5)
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e per la commutatività tra trasposizione e complementazione

|C(A) ∩ TkC(A)| = 2(n− q) + |A ∩ Tk(A)|. (7.6)

L’equazione (7.6) ci dice che il numero di note in comune tra C(A) e la
sua k-esima trasposizione è uguale a 2(n − q) più il numero di note tra A
e la sua k-esima trasposizione. Per la Proposizione (3.7) il numero di note
in comune tra un set e la sua k-esima trasposizione coincide con l’entrata
k-esima del suo vettore intervallare diretto.

Cioè
div(C(A))i = 2(n− q) + div(A)i

Dato che le entrate di div(A) e iv(A) coincidono (e analogamente con C(A)),
fino all’entrata n− 1-esima, si ha che

iv(C(A))i = 2(n− q) + iv(A)i per i = 1, . . . , n− 1

e, dato che div(A)n = 2 · iv(A)n (e analogamente con C(A)) si può aggiun-
gere che

iv(C(A))n = n− q + iv(A)n,

che completa la tesi.
Il primo corollario (GHT) discende immediatamente: se |A| = q = n,

allora div(A)i = div(C(A))i per ogni i, e in base al Corollario 3.15 A e
C(A) hanno anche uguale vettore intervallare.

Quanto al secondo corollario: se A e B sono Z-related, appartengono
a set-class diverse, e dunque cos̀ı anche i loro complementari - se per as-
surdo C(A) e C(B) fossero nella stessa classe dovrebbe essere che C(A) =
TkI

sC(B), per qualche k ∈ Z e s = 0, 1. Ma allora A = C(C(A)) =
CTkI

sC(B) = TkI
s(B), da cui /A/ = /B/ (assurdo). Inoltre, dato che

iv(A) = iv(B) da cui necessariamente |A| = |B|, il corollario appena dimo-
strato ci assicura l’uguaglianza di ogni entrata di iv(C(A)) e iv(C(B)), il
che completa la dimostrazione.

Il Teorema 7.3 è un forte legame tra il contenuto intervallare di un insie-
me e quello del suo complementare, tanto forte che Martino in [18], in una
delle tante analisi classificative dei set di note, ha ritenuto di considerare solo
set di cardinalità fino a 6, potendo gli altri esser da questi automaticamente
dedotti - pratica, questa, divenuta ormai comune.

Il Corollario 7.4 (GHT) ci fornisce un modo per trovare set di note con
uguale vettore intervallare in anelli di modulo pari, come ad esempio gli
importanti Z12 e Z24, come mostrato nell’esempio seguente.

Esempio. In Z12 sappiamo che il complementare di ogni esacordo (cioè
set di note di cardinalità 6) ha lo stesso vettore intervallare dell’esacor-
do. Questo non significa che tali set siano Z-related: capita infatti che
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/C(A)/ = A, cioè che il complementare di un set sia la trasposizione o
l’inversione del set stesso. Ad esempio in Z12, un caso evidente è quello
di A = {0, 2, 4, 6, 8, 10}, per cui C(A) = {1, 3, 5, 7, 9, 11}, ed è vero che
iv(A) = iv(C(A)), ma C(A) = T1A. Tutti i set A per cui /C(A)/ = /A/
per qualche k sono detti autocomplementari. In altri casi il GHT fornisce
veri Z-set, come ad esempio A = {0, 1, 3, 6, 9, 11} e C(A) = {2, 4, 5, 7, 8, 10}
che non sono legati da trasposizioni o inversioni, ma che condividono lo
stesso vettore intervallare [234222]. In generale si può dimostrare (Althuis e
Göbel, [1]) che in Z2n, detto P (2n) il numero di set di cardinalità n e S(2n)
il numero di set autocomplementari, allora il rapporto S(2n)/P (2n) tende
a zero, quando m tende all’infinito.

Osservazione. Fino a m = 2n = 16 (cioè in Z16), tutte e sole le Z-coppie
di cardinalità pari a m/2 sono rilevabili mediante il GHT, nel senso che nes-
suna di esse è autocomplementare, e quindi il complementare di ogni Z-set è
un altro Z-set. Ciò cessa di essere vero a partire da m = 18, dato che in Z18

una parte degli Z-set di cardinalità 9 non deriva più dal GHT, ma è composta
da set di note autocomplementari. Ad esempio A = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 14, 15}
e B = {0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 13} sono forme primarie che in Z18 condividono il
medesimo vettore intervallare, eppure esse sono entrambe autocomplemen-
tari, e dunque non possiamo ottenere alcuna delle due mediante l’utilizzo
del GHT. Le proporzioni di questo fenomeno sono date dalla Tabella A.7 in
appendice.

7.3 Operazioni moltiplicative e vettore intervallare

7.3.1 Operazioni M5 e M7 in Z12

In Z12, un altro risultato utile ci è dato dalla seguente proposizione, e dal
suo immediato corollario.

Proposizione 7.6. In Z12, sia A un set di note con [a1a2a3a4a5a6] = iv(A).
Sia B = M5(A) con [b1b2b3b4b5b6] = iv(B). Allora bi = ai per i = 2, 3, 4, 6
e b5 = a1 e b1 = a5. Inoltre, se C = M7(A), iv(C) = iv(B).

Corollario 7.7. sia A un set di note con [a1a2a3a4a5a6] = iv(A). Se a1 =
a5, allora iv(M5(A)) = iv(M7(A)) = iv(A).

Dimostrazione. La tesi afferma che la moltiplicazione M5 (o M7) agisce sui
vettori intervallari scambiando la prima e la quinta componente. La mol-
tiplicazione M5 agisce dilatando tutti gli intervalli di un fattore 5, dun-
que alterando le classi intervallari. In particolare gli intervalli di ampiezza
1 (cioè della classe /1/) verranno dilatati ad ampiezza 5, cioè alla classe
5 · /1/ = /5/, il che significa che si sposteranno nella quinta entrata del vet-
tore intervallare. Viceversa gli intervalli della classe /5/ verranno mandati
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nella classe 5 · /5/ = /25/ = /1/, e si sposteranno nella prima entrata del
vettore. Tutti gli altri intervalli rimarranno immutati: 5 ·/2/ = /10/ = /2/,
5·/3/ = /15/ = /3/, 5·/4/ = /20/ = /8/ = /4/ e infine 5·/6/ = /30/ = /6/,
da cui la tesi. Inoltre se C = M7(A), allora C e B si corrispondono per
inversione, dunque hanno medesimo vettore intervallare.

Il corollario è immediato: se a1 = a5, il vettore intervallare non cambia
nello scambio tra la prima e la quinta componente.

Il Corollario 7.7 ci fornisce un modo per ottenere in Z12 degli Z-set. Si
può infatti considerare un set A avente prima e quinta entrata del vettore
intervallare uguali. Se /M5(A)/ 6= /A/, allora M5(A) e A sono Z-set.

Esempio. Scegliamo A = {0, 1, 4, 6, 7}, già in forma primaria, e di vettore
intervallare iv(A) = [212122], avente prima e quinta entrata uguali. Sia
B = M5(A) = {0, 5, 20, 30, 45} = {0, 5, 6, 8, 11}, la cui forma primaria è
{0, 1, 3, 6, 7}. Avendo A e B diversa forma primaria, per il Lemma 4.9
/A/ 6= /B/. Dal Corollario 7.7 sappiamo che A e B sono Z-related.

Esempio. È anche il caso della più famosa coppia di set Z-related, cioè
(in forma primaria) A = {0, 1, 4, 6} e B = {0, 1, 3, 7}. Dato che iv(A) =
[111111], e dunque ha prima e quinta entrata identiche, si può dedurre la
Z-relation di A e B mediante il Corollario 7.7 e il fatto che prim(M5(A)) = B.

Osservazione. Talvolta, per set di cardinalità 6, l’informazione data dal
Corollario 7.7 coincide con l’informazione data dal GHT. Ad esempio sceglia-
mo A = {0, 1, 2, 4, 5, 7}, in forma primaria, di vettore intervallare iv(A) =
[333231] e dunque con la prima e la quinta entrata uguali. Andiamo quindi
a considerare M5(A) = {0, 5, 10, 20, 25, 35} = {0, 1, 5, 8, 10, 11}, la cui forma
primaria è {0, 1, 2, 3, 5, 8}, da cui /A/ 6= /B/: per il Lemma 4.9 A e B sono
Z-related, cosa che avremmo potuto anche dedurre dal GHT e dal fatto che
C(A) = {3, 6, 8, 9, 10, 11} ha come forma primaria ancora {0, 1, 2, 3, 5, 8}, e
dunque /C(A)/ = /M5(A)/.

Purtroppo il Corollario 7.7, cos̀ı come il GHT, non risolve il problema
di trovare tutti gli Z-set. Ad esempio i due set di note in forma primaria
A = {0, 1, 2, 4, 7} e B = {0, 1, 3, 5, 6} sono Z-related, ma benché abbiano
vettore intervallare con prima e quinta entrata identiche (iv(A) = iv(B) =
[222121]) non si possono dedurre dalle relazioni di moltiplicatività, poiché
prim(M5(A)) = prim(M7(A)) = A e prim(M5(B)) = prim(M7(B) = B.
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7.3.2 Estensione a Zm

In generale, per ogni in ogni k, m ∈ N, k > 0, m > 1, k primo con m, varrà
una proposizione analoga alla Proposizione 7.6 che rende conto dell’azione
della moltiplicazione Mk sulle classi intervallari di Zm.

Esempio. Per fare un esempio pratico, in Z16, la moltiplicazione M5 (che
per la Proposizione 5.8 preserva la cardinalità dei set di note, poiché 5 è
primo con 16) manderà la prima entrata nella quinta (5 · /1/ = /5/), la
seconda nella sesta (5 · /2/ = /10/ = /6/), la terza nella prima (5 · /3/ =
/15/ = /1/), lascerà invariata la quarta (5 · /4/ = /20/ = /4/), manderà la
quinta nella settima (5 · /5/ = /25/ = /9/ = /7/), manderà la sesta nella
seconda (5 · /6/ = /30/ = / − 2/ = /2/), manderà la settima nella terza
(5 ·/7/ = /35/ = /3/) e lascerà invariata l’ottava (5 ·/8/ = /40/ = /8/), cioè
creerà la seguente permutazione a cicli negli indici delle entrate del vettore
intervallare:

(1573)(26)(4)(8).

Si può ripetere analogamente il ragionamento per altri Zm e per le molti-
plicazioni Mk che preservano ivi la cardinalità: ogni volta si creerà una per-
mutazione negli indici delle entrate del vettore intervallare, corrispondende
a una permutazione nelle classi resto.

Definizione 7.8. In Zm, la permutazione sugli indici {1, . . . , bm/2c} indot-
ta dalla moltiplicazione Mk sarà indicata con σ[m, k].

Per 7 ≤ m ≤ 24 e per gli Mk t.c. MCD(m, k) = 1, i cicli risultanti
sono elencati2 nella tavola 7.1. In virtù della seguente proposizione, sono
riportati solo i valori di k < m/2, poiché le moltiplicazioni Mk con k >
m/2 simmetricamente agiscono in modo completamente identico sul vettore
intervallare.

Proposizione 7.9. In Zm, Mt e Mm−t permutano le classi resto nella stessa
maniera, e dunque agiscono nello stesso modo sul vettore intervallare, cioè
σ[m, t] = σ[m,m− t].

Dimostrazione. Infatti mandano la generica classe /i/ nella stessa classe

t · /i/ = /ti/ = /− ti/ = /mi− ti/ = (m− t) · /i/.

Notiamo immediatamente che le σ[m, k] si distinguono e identificano
per l’immagine della classe /1/. Non solo: data la permutazione di indici

2I casi con m < 7 sono sostanzialmente banali: Z2 e Z3 hanno una sola classe resto, in
Z4 e in Z6 nessuna moltiplicazione non banale conserva la cardinalità dei set di note, in
Z5 l’unica moltiplicazione non banale è M2, il cui ciclo di indici è (12).
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Z7 Z8 Z9 Z10 Z11 Z12 Z13

M2 (123) (124)(3) (12435) (124536)
M3 (132) (13)(2)(4) (13)(24)(5) (13254) (134)(265)
M4 (142)(3) (14523) (143)(256)
M5 (15342) (15)(2)(3)(4)(6) (15)(23)(46)
M6 (163542)

Z14 Z15 Z16 Z17

M2 (1247)(36)(5) (1248)(3657)
M3 (135)(264)(7) (1375)(26)(4)(8) (13874526)
M4 (14)(27)(3)(5)(6) (14)(28)(35)(67)
M5 (153)(246)(7) (1573)(26)(4)(8) (15864327)
M6 (16254783)
M7 (1742)(36)(5) (17)(35)(2)(4)(6)(8) (17234685)
M8 (1842)(3756)

Z18 Z19 Z20 Z21

M2 (124836759) (12485A)(369)(7)
M3 (139854726) (1397)(26)(48)(5)(A)
M4 (143792865) (145)(28A)(396)(7)
M5 (157)(284)(3)(6)(9) (156829734) (154)(2A8)(369)(7)
M6 (162745893)
M7 (175)(248)(3)(6)(9) (178)(253)(469) (1793)(26)(48)(5)(A)
M8 (187)(235)(496) (18)(25)(4A)(3)(6)(7)(9)
M9 (195763842) (19)(37)(2)(4)(5)(6)(8)(A)
M10 (1A5842)(396)(7)

Z22 Z23 Z24

M2 (1248795A36B)
M3 (13957)(264A8)(B) (1394BA72658)
M4 (14753B289A6)
M5 (15379)(2A684)(B) (152A43867B9) (15)(21)(39)(7B)(4)(6)(8)(C)
M6 (16A982B3574)
M7 (17593)(28A46)(B) (17329645B8A) (17)(2A)(5B)(3)(4)(6)(8)(9)(C)
M8 (185627AB493)
M9 (19735)(248610)(B) (19B76834A25)
M10 (1A8B5469237)
M11 (1B63A597842) (1B)(39)(57)(2)(4)(6)(8)(A)(C)

Tabella 7.1: Tavola delle permutazioni σ[m, k] al variare di m (colonne) e
k (righe). Per semplificare la notazione nei cicli è stata usata la convenzione
alfabetica A = 10, B = 11 e C = 12.
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σ[m, k] di Mk in Zm, esiste sempre una σ[m,h] di Mh che “rimette a posto”
le entrate del vettore intervallare, cioè t.c.

σ[m,h] = σ−1[m, k],

ed è esattamente quella relativa ad

h = σ−1[m, k](1),

cioè t.c. h sia la controimmagine di 1 mediante σ[m, k].
Questo è vero poiché presi m, k interi primi tra loro esiste sempre un

intero h ≤ m/2 t.c. hk ≡ ±1 mod m: se infatti MCD(m, k) = 1, esiste un
h ≤ m t.c. hk ≡ 1 mod m (poiché esisterà la classe inversa di [k]m). Ora:
se h ≤ m/2, tale intero è quello cercato, altrimenti scegliamo h′ = m − h,
che soddisfa h′k ≡ (m− h)k ≡ −hk ≡ −1 mod m.

Possiamo quindi estendere il corollario (7.7):

Teorema 7.10. In Zm, sia t = bm/2c. Sia A un set di note con [a1, . . . , at] =
iv(A). Sia k ∈ Z t.c. MCD(m, k) = 1. Sia

σ[m, k] = (s1,1s1,2 . . . s1,n1)(s2,1 . . . s1,n2) · · · (sq,1 . . . sq,nq).

Se asr,i = asr,j per ogni r, i, j ∈ Z con 1 ≤ r ≤ q, 1 ≤ i, j ≤ nr, allora
iv(A) = iv(Mk(A)).

Dimostrazione. La dimostrazione è immediata: nelle ipotesi di cui sopra, la
moltiplicazione Mk mantiene invariato il vettore intervallare.

Esempio. Dalla Tabella 7.1 abbiamo che σ[16, 7] = (17)(35)(2)(4)(6)(8).
Considerando il set di note A = {0, 1, 2, 3, 4, 7, 9, 12} in Z16, il cui vetto-
re intervallare è iv(A) = [4, 4, 4, 3, 4, 3, 4, 2], notando che iv(A)1 = iv(A)7
e iv(A)3 = iv(A)5, siamo nelle ipotesi del Teorema 7.10. Dunque il set
M7(A) = {0, 1, 4, 5, 7, 12, 14, 15} ha necessariamente lo stesso vettore inter-
vallare del set A - un rapido controllo lo conferma - ed essendo prim(M7(A)) =
{0, 1, 2, 3, 5, 10, 12, 13} 6= prim(A), A e M7(A) sono in set-class diverse e
dunque sono Z-related.

Esempio. Di casi analoghi ne si trovano a bizzeffe; come altro esempio si
scelga la permutazione quartitonale3 σ[24, 11] = (1B)(39)(57)(2)(4)(6)(8)(A)(C).
Considerando il set di note A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 12, 16, 18} in Z24, il cui vet-
tore intervallare è iv(A) = [5, 6, 4, 4, 3, 3, 3, 3, 4, 3, 5, 2], notando che iv(A)1 =
iv(A)11, iv(A)3 = iv(A)9 e iv(A)5 = iv(A)7, siamo nelle ipotesi del Teore-
ma 7.10. Il set M7(A) = {0, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 20, 22} ha per forma primaria
prim(M7(A)) = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 15, 17, 19} 6= prim(A), che dunque forma
insieme al set A una Z-coppia.

3Ricordiamo che l’aggettivo quartitonale si riferisce al sistema equabile per cui l’ottava
è ripartita in ventiquattro unità uguali, il che si traduce matematicamente nell’utilizzo di
Z24.
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Osservazione. Naturalmente non sempre il Teorema 7.10 fornisce set Z-
related; restando al caso di σ[16, 7] = (17)(35)(2)(4)(6)(8) e considerando il
set A = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 11, 13} in Z16, verificante iv(A) = [4, 5, 4, 3, 4, 3, 4, 1],
e dunque con iv(A)1 = iv(A)7 e iv(A)3 = iv(A)5, tuttavia prim(M7(A)) =
prim(A) = A, e dunque M7(A) e A appartengono alla stessa classe - in que-
sto caso il Teorema 7.10 non fornisce alcuna informazione aggiuntiva.

Per entrare nella logica della Tabella 7.1, si possono enunciare alcune
condizioni per la stazionarietà di una classe intervallare.

Definizione 7.11. Diremo che una certa classe intervallare /t/ in Zm è
stazionaria rispetto alla moltiplicazione Mk se

σ[m, k](t) = t.

Proposizione 7.12. In Zm, condizione necessaria e sufficiente affinché la
classe intervallare /t/ sia stazionaria rispetto alla moltiplicazione Mk (1 <
k < m− 1), cioè affinché σ[m, k](t) = t, è che almeno uno tra

t(k + 1)
m

e
t(k − 1)

m

sia intero.

Corollario 7.13. Condizione necessaria affinché /t/ sia stazionaria rispetto
a Mk è che MCD(m, t) > 1.

Corollario 7.14. Se /t/ è stazionaria rispetto a Mk, anche /ct/ lo è, per
ogni c ∈ Z.

Dimostrazione. La classe /t/ attraverso Mk viene mandata nella classe /kt/.
Ci si chiede dunque sotto che condizioni /t/ = /kt/. Per quanto detto sulle
classi intervallari, questo è vero se e solo se m|kt− t o m|kt+ t, cioè se esiste
un certo h ∈ Z t.c.

t(k − 1) = hm oppure t(k + 1) = hm. (7.7)

Dato che per ipotesi 1 < k < m − 1, m non può dividere k ± 1, affinché
la (7.7) sia vera necessariamente deve sussistere che MCD(t, m) > 1, ed il
primo corollario è cos̀ı dimostrato.

Inoltre chiaramente la (7.7) è vera se e solo se

t(k − 1)
m

oppure
t(k + 1)

m
(7.8)

è intero, da cui il teorema è dimostrato.
Notando che se t verifica t(k±1)

m intero, allora anche ct verifica ct(k±1)
m

intero, il secondo corollario è presto dimostrato.
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Capitolo 8

Relazioni di ordine superiore

Torniamo per un momento al caso “standard” di Z12. Il vettore intervallare
di un dato set di note rende conto, è stato più volte ripetuto, di quali inter-
valli si presentano all’interno del set di note, cioè quante volte si presentano
nel set le copie dei set

S1 = {0, 1} S1 = {0, 2} S3 = {0, 3} S4 = {0, 4} S5 = {0, 5} S6 = {0, 6}.

In sostanza, la i-esima entrata del vettore intervallare di un set ci dice
quanti elementi di /Si/ possiamo ritrovare all’interno del set. Non a caso
gli Si sono tutte e sole le forme primarie di cardinalità 2.

Vista sotto quest’ottica, questa concezione può essere immediatamente
generalizzata: che succede se invece di verificare l’inclusione delle forme
primarie di cardinalità 2 volessimo verificare l’inclusione di quelle di generica
cardinalità c?

8.1 La funzione di embedding

Per rispondere alla domanda conviene innanzitutto introdurre la definizione
che Lewin per primo espone in [16].

Definizione 8.1. Dati due set di note A e B, sarà chiamato embedding
di A in B, e sarà indicato con emb(A,B) il numero di elementi di /A/ che
sono sottoinsiemi di B, cioè il numero di copie di A che sono contenute in
B.

Notando immediatamente che la definizione sopra fornita non dipende
da A, quanto piuttosto dalla classe /A/, e notando (un po’ meno imme-
diatamente) che anche la dipendenza da B è più che altro una dipendenza
da /B/ (il numero di copie di A in B non cambia traslando o invertendo
quest’ultimo), si può estendere coerentemente la definizione di embedding
alle set-class, definendo in modo naturale

emb(/A/, B) = emb(A, /B/) = emb(/A/, /B/) = emb(A,B). (8.1)
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Per l’indipendenza dell’embedding dai set A e B e per la sua dipendenza
solo dalle classi /A/ e /B/, tale funzione assume anche spesso il nome di
“inclusione astratta”.

Definizione 8.2. Si dirà che A è incluso “astrattamente” in B (o che
A è sottoinsieme “astratto” di B) se

emb(A,B) ≥ 1,

cioè se esiste almeno una copia di A contenuta in B.

Enunciamo ora un risultato mostrato da Lewin1 in [16], di cui possiamo
dare una dimostrazione non eccessivamente formale. Tale proprietà risulterà
molto utile a breve.

Lemma 8.3 (Lewin). Siano A e B due set di note, N un intero positivo
con |A| ≤ N ≤ |B|. Allora

emb(A,B) =
∑

C emb(A,C)emb(C,B)(
|B| − |A|
|B| −N

)
dove la sommatoria al numeratore è presa su tutte le forme primarie C di
cardinalità N .

Dimostrazione. Sia C una certa forma primaria di cardinalità N . Se A in
C è contenuto emb(A,C) volte e C in B è contenuto emb(B,C) volte, è
chiaro che B contiene (almeno) in totale emb(A,C) · emb(B,C) copie di
A. D’altro canto, al variare della forma primaria C, tutte le copie di A
vengono conteggiate almeno una volta. Più precisamente, ogni copia di A
in B si può completare a una copia di una forma primaria C scegliendo le
rimanenti |C|−|A| = N−|A| note tra le possibili |B|−|A|; questa scelta può
essere fatta in

(|B|−|A|
N−|A|

)
modi e dunque le copie di A in B, nella sommatoria

al primo membro della tesi, saranno aumentate di un fattore
(|B|−|A|

N−|A|
)
. Basta

ora notare che(
|B| − |A|
N − |A|

)
=
(

|B| − |A|
|B| − |A| − (N − |A|)

)
=
(
|B| − |A|
|B| −N

)
per concludere la dimostrazione.

Enunciamo e dimostriamo anche una blanda caratterizzazione dell’inte-
razione tra la funzione embedding e la complementazione.

Lemma 8.4. Siano A e B due set di note. Se emb(A,B) ≥ 1, allora
emb(C(B), C(A)) ≥ 1.

1In realtà Lewin richiede che |A| < N < |B|, ma il suo risultato vale anche nei casi
N = |A| e N = |B|.
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Dimostrazione. Se emb(A,B) ≥ 1 significa che almeno una copia di A è
contenuta astrattamente in B, il che implica naturalmente (passando ai
complementari) che il complementare di A contiene almeno una copia del
complementare di B, da cui emb(C(B), C(A)) ≥ 1.

8.2 Gli M-vettori

Definizione 8.5. Dato un set di note A di Zm, si chiamerà multivettore o
M-vettore di A (dall’inglese M -class vector) e sarà indicato2 con mvM (A)
il vettore le cui entrate sono i valori della funzione emb(X, A), con la variabile
X che varia tra le forme primarie di cardinalità M in Zm, prese in un dato
ordine, per fissare le idee, nell’ordinamento esposto alla sezione 4.3 e dato
dalla Definizione 4.12.

Esempio. Se ci poniamo in Z12, le forme primarie di cardinalità 3 sono
12; in base all’ordinamento fissato esse sono X1 = {0, 1, 2}, X2 = {0, 1, 3},
X3 = {0, 1, 4}, X4 = {0, 1, 5}, X5 = {0, 1, 6}, X6 = {0, 2, 4}, X7 = {0, 2, 5},
X8 = {0, 2, 6}, X9 = {0, 2, 7}, X10 = {0, 3, 6}, X11 = {0, 3, 7} e X12 =
{0, 4, 8}. Consideriamo il set di note S = {0, 1, 3, 4, 5}. In esso troviamo una
copia di X1, esattamente {3, 4, 5} = T3(X1), due copie di X2, esattamente
{0, 1, 3} = X2 e {1, 3, 4} = T4I(X2), tre copie di X3, esattamente {0, 1, 4} =
X3, {0, 3, 4} = T4I(X3) e {1, 4, 5} = T5I(X3), due copie di X4, esattamente
{0, 1, 5} = X4 e {0, 4, 5} = T5I(X4), una copia di X6, esattamente {1, 3, 5} =
T1(X6), una copia di X7, esattamente {0, 3, 5} = T5I(X7). Dunque

mv3(A) = [123201100000].

Osservazione. Chiaramente per ogni set di note A,

mv2(A) = iv(A),

da cui si evince che la Definizione 8.5 di M -vettore estende la definizione di
vettore intervallare, che può anche essere chiamato, d’ora innanzi, 2-vettore
e le seguenti notazioni saranno dunque equivalenti: iv(A) = mv2(A).

Osservazione. Dato in ogni Zm, m ≥ 2, esiste un’unica forma primaria
di cardinalità 1 è chiaro che per ogni set di note A

mv1(A) = |A|.
2Altrove si preferisce indicarlo con la notazione M [A]. Qui si è scelto la scrittura

mvM (A) per non perdere l’analogia con il caso del vettore intervallare. Il nome di tale
vettore non è ancora assodato in letteratura, sicché ciascun autore propone la propria
variante - ad esempio Kuusi in [14] propone la dicitura “subset class vector”.
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Lemma 8.6. Sia A un set di note di Zm. Sia M ∈ N, 2 ≤ M ≤ |A|,

‖mvM (A)‖1 =
∑

i

mvM (A)i =
(
|A|
M

)

Dimostrazione. La norma 1 del vettore mvM (A) rende conto del numero glo-
bale di set di M note che siano sottoinsiemi di A. Dal calcolo combinatorio
discende immediatamente la tesi.

Bloch e Douthett in [4] si spingono oltre, andando a considerare quante
volte si presentano in un certo set non tutte le forme primarie di una certa
cardinalità, ma un certo numero di altri set scelti a formare una famiglia
(Collins, in [6], utilizzerà tale concetto nella ricerca di basi minimali). L’ap-
profondimento di tale ulteriore generalizzazione si allontana dagli scopi della
presente analisi.

8.3 Set ZM-related

Avendo esteso la nozione di vettore intervallare, possiamo di conseguenza
estendere anche la nozione di Z-relation.

8.3.1 Definizione

Iniziamo innanzitutto col notare che la funzione mvM continua ad esse-
re ben definita sulle classi, poiché ovviamente la funzione embedding non
cambia per trasposizioni o inversioni (essendo, come già notato, definita
coerentemente sulle set-class). Più formalmente, quindi:

Lemma 8.7. Dato un set di note A e un altro set B ∈ /A/, allora per ogni
naturale M , 2 ≤ M ≤ |A|, mvM (A) = mvM (B).

Possiamo quindi dare la seguente definizione:

Definizione 8.8. Set di note A1, A2, . . . , An sono detti ZM -related se
mvM (A1) = mvM (A2) = . . . = mvM (An) e /Ai/ 6= /Aj/ per ogni i, j =
1, . . . , n con i 6= j.

In generale, un set di note A per cui esiste un set B ZM -related ad A è
detto ZM -set.

La Definizione 8.8 estende la Definizione 7.1, e si riconduce ad essa nel
caso in cui M = 2; la Z2-relation non è altro che la Z-relation. Nuovamente,
due set sono ZM -related se hanno uguale M -vettore, ma non si corrispondono
per trasposizione o inversione.
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8.3.2 Esistenza

Innanzitutto conviene chiedersi se set di tale tipo esistano. Una analisi
esaustiva al calcolatore mostra, ad esempio, che in Z12 non vi sono Z3-
coppie, cioè non vi sono classi diverse che condividono il medesimio 3-vettore.
Ciò significa, quindi, che in Z12 la corrispondenza tra classi e 3-vettori è
biunivoca. Il primo esempio di Z3-coppia si trova in Z18 (Collins, [6]);
in tale gruppo si considerino3 infatti A = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 14, 15} e B =
{0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 13}: essi appartengono a classi diverse (sono entrambe
forme primarie) ma condividono il medesimo 3-vettore

mv3(A) = mv3(B) = [355354562544342212221241241].

Altri esemp̂ı di questo tipo si trovano facilmente; in Z18 ve ne sono altri
3, che sono riportati in appendice. Se ne trovano poi 12 in Z20, 4 in Z21 e
addirittura 136 Z3-set in Z24.4

Di più: riusciamo a trovare anche Z3-triplette. Il primo esempio si
riscontra in Z28, ed è costituito dalle forme primarie

A1 = {0, 1, 2, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 13, 17, 21, 22, 25},

A2 = {0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 17, 20, 21, 25, 26},

A3 = {0, 1, 2, 4, 5, 8, 12, 13, 17, 20, 21, 23, 24, 25},

che condivido il medesimo 3-vettore

mv3(A1) = mv3(A2) = mv3(A3) = [2, 4, 10, 10, 4, 4, 10, 10, 4, 4, 10, 10,

0, 2, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 0, 2, 2, 10, 10, 4, 4, 10, 10, 4, 0, 10, 8, 10, 4,

10, 16, 10, 0, 10, 8, 2, 4, 10, 10, 0, 4, 10, 2, 4, 0, 4, 4, 2, 0, 10, 10, 4, 8, 10, 2, 2].

Tuttavia, in nessuno dei casi citati riusciamo a trovare set Z4-related.
Cerchiamo di andare quindi più a fondo.

8.3.3 Annidamento

Un aiuto alla ricerca di tali set ci viene fornito dalla seguente proprietà
(Collins, [6]):

Proposizione 8.9 (Collins). Siano A e B due set di note.

(i) Se A e B sono ZM -related, con M > 2, allora sono anche ZN -relati,
per ogni N t.c. 2 ≤ N < M .

3Collins considera in realtà in luogo di A una sua trasposizione, ma è sostanzialmente
la stessa cosa.

4Il che significa che un compositore quartitonale ha a disposizione 78 coppie in un
certo qual modo “privilegiate” poiché oltre a condividere medesimo contenuto intervallare,
hanno anche medesimo contenuto tricordale.
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(ii) Se A e B non sono ZM -related, con M ≥ 2, allora non sono nemmeno
ZN -relati, per ogni N > M , N ≤ |A|, N ≤ |B|.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che la seconda parte del teorema
implica la prima. Supponiamo infatti che la (ii) sia vera e per assurdo siano
A e B due set ZM -related ma non ZN -relati, con N < M ; dalla (ii) sappiamo
che non possono essere ZP -relati per alcun P > N , e dunque nemmeno per
P = M - assurdo.

Basta dunque dimostrare la (ii). Se A e B appartengono alla stessa
classe, l’enunciato diventa banale. Supponiamo per ipotesi dunque che in A
e B siano incluse astrattamente le stesse forme primarie di ordine M e non
appartengano alla stessa classe. Distinguiamo tre casi.

• Il caso |A| 6= |B| è inconsistente con le ipotesi: infatti sappiamo dal
Lemma (8.6) che

‖mvM (A)‖1 =
∑

i

vi =
(
|A|
M

)
,

da cui se |A| 6= |B|,
(|A|

M

)
6=
(|B|

M

)
e ancora ‖mvM (A)‖1 6= ‖mvM (B)‖1

e dunque A e B non possono essere ZM -related.

• Se |A| = |B| = M +1, la tesi è immediata, poiché l’unico valore N che
soddisfa l’ipotesi della (i) è N = M + 1 = |A| = |B|, e l’unico set di
cardinalità |A| conteggiato nel |A|-vettore di un set A è naturalmente
prim(A). Dato che per ipotesi A e B sono in classi diverse (sono infatti
ZM -related), cioè prim(A) 6= prim(B), si ha la tesi.

• Se invece |A| = |B| > M + 1, si può utilizzare il Lemma 8.3 di
Lewin. Per ipotesi A e B hanno diversi M -vettori, dunque sicuramen-
te una certa entrata di tale vettore differisce tra A e B, supponiamo
sia l’entrata relativa alla forma primaria C (con |C| = M).

Applicando il Lemma di Lewin, otteniamo che

emb(C,A) =
∑

D emb(C,D)emb(D,A)(
|A| − (M + 1)
|A| −M

) , (8.2)

dove la sommatoria al numeratore è presa su tutte le forme primarie
D di cardinalità M + 1.

Ora; supponiamo per assurdo che gli (M + 1)-vettori di A e B coinci-
dano, cioè che emb(D,A) = emb(D,B) per ogni forma primaria D di
cardinalità M + 1. Ne consegue che, visto anche che |A| = |B|, la 8.2
può essere riscritta come
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emb(C,A) =
∑

D emb(C,D)emb(D,A)(
|A| − (M + 1)
|A| −M

) =

=
∑

D emb(C,D)emb(D,B)(
|B| − (M + 1)
|B| −M

) = emb(C,B), (8.3)

ma emb(C,A) = emb(C,B) è assurdo poiché avevamo supposto che la
C-esima entrata del M -vettore di A e di B differisse.

La Proposizione 8.9 è essenziale, poiché ci informa del fatto che gli ZM -
set sono annidati : possiamo trovare Z3-set solo tra gli Z2-set, con la garanzia
che ivi li troviamo tutti. Analogamente gli Z4-set saranno un sottoinsieme
degli Z3-set, e cos̀ı via. Ciò che accade è sostanzialmente mostrato dal
diagramma in figura 8.1.

Figura 8.1: Diagramma dell’annidamento degli ZM -set.

8.3.4 Unicità

Ci si può chiedere: fino a dove arriva questo annidamento?
La seguente proposizione pone un (debole) limite (Collins, [6], la cui

dimostrazione sostanzialmente andiamo a ricalcare):

Proposizione 8.10. Non esistono ZC−1-set di cardinalità C.

Dimostrazione. Siano A e B due set di note di cardinalità |A| = |B| = C,
aventi medesimo (C − 1)-vettore. Bisogna mostrare che tali set coincidono
a meno di trasposizioni o inversioni, cioè che /A/ = /B/.
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Iniziamo a sbarazzarci del caso in cui C = 3, per cui è già stata mostrata
con la Proposizione 7.2 l’inesistenza di Z-set (cioè di Z2-set).

Supponiamo quindi C ≥ 4, e consideriamo due set A e B che abbiano
uguale (C − 1)-vettore. Siano

arc(A) = (a1, a2, . . . , aC)

arc(B) = (b1, b2, . . . , bC),

allora tutti e soli i set di cardinalità C − 1 che saranno conteggiati nel
(C − 1)-vettore di A avranno come arcate (a meno di rotazioni o inversioni)

(a1+a2, a3 . . . , aC), (a1, a2+a3, a4, . . . , aC), . . . , (a1, a2, . . . , ai+ai+1, . . . , aC), . . .
. . . (a1, a2, . . . , aC−2, aC−1 + aC), (aC + a1, a2, . . . , aC−2, aC−1) (8.4)

e analogamente per B

(b1+b2, b3 . . . , bC), (b1, b2+b3, b4, . . . , bC), . . . , (b1, b2, . . . , bi+bi+1, . . . , bC), . . .
. . . (b1, b2, . . . , bC−2, bC−1 + bC), (bC + b1, b2, . . . , bC−2, bC−1). (8.5)

Per ipotesi le arcate (8.4) e (8.5) devono corrispondersi a due a due (a
meno di rotazioni o inversioni). Notiamo che l’entrata più grande tra tutte
le arcate (8.5) sarà un’entrata del genere bj + bj+1 per qualche j (ponendo
eventualmente C + 1 ≡ 1): una certa bh non può essere l’entrata massima,
poiché l’entrata bh +bh+1 > bh è sicuramente conteggiata in qualche set tra i
(8.5). Sia dunque (. . . , bj−1, bj + bj+1, bj+2, . . .) l’arcata contenente l’entrata
massima: essa dovrà necessariamente essere uguale ad una certa arcata tra
le (8.4), poniamo sia l’arcata (. . . , ak−1, ak +ak+1, ak+2, . . .). Ciò forza n−2
elementi bi ad essere uguali a n− 2 elementi ai. Distinguiamo ora due casi.

• Se tutte le arcate (8.4) sono uguali a (. . . , ak−1, ak + ak+1, ak+2, . . .),
allora si ha immediatamente che tutti gli ai sono uguali, da cui anche
tutti i bi lo sono e dunque /A/ = /B/.

• Se c’è tra le (8.4) un’arcata diversa da (. . . , ak−1, ak + ak+1, ak+2, . . .),
essa dovrà essere uguale a una certa arcata di (8.5), poniamo (. . . , bp−1, bp+
bp+1, bp+2, . . .), in cui apparirà la somma tra bp + bp+1 diversa dalla
somma bj + bj+1 (se tutte le somme fossero uguali, infatti, anche tutti
gli ai e i bi lo sarebbero, e saremmo nel caso sopra trattato). Dato
che j 6= p, almeno uno tra bj e bj+1 appare in questa arcata da solo,
cioè non sommato con un altra entrata. Dato che i valori di n − 2 bi

sono noti, per confronto si ottiene almeno uno tra bj e bj+1 - l’altro
segue direttamente dal fatto che è nota la loro somma. A meno di
trasposizioni e inversioni, quindi, tra le arcate di A e B c’è solo un
rapporto di rotazione, da cui /A/ = /B/.
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Ciò significa che se nel diagramma di figura 8.1 consideriamo solo i set di
cardinalità C, questo annidamento arriva all’insieme vuoto prima di ZC−1.

Questo limite in Zm con m bassi, è piuttosto blando: ad esempio in Z7

l’annidamento diventa triviale immediatamente, in Z12 dopo un solo pas-
saggio, in Z18 dopo due passaggi (in Z18 esistono, come abbiamo mostrato,
Z3-set, ma tra di essi non vi è alcun Z4-set). Se consideriamo quest’ultimo
caso, e se consideriamo un set di cardinalità C = 12, vediamo bene come la
Proposizione 8.10 dia un limite blando, dicendoci solo che tale set non sarà
Z11-related ad alcun altro set.

Figura 8.2: Alcuni diagrammi di annidamento per m = 7, 12, 18.

Ha senso dunque dare la seguente definizione:

Definizione 8.11. Sia (Zm, Zm, int) lo spazio metrico musicale canonico5.
Si chiama indice di unicità (o semplicemente unicità) di tale spazio, e si
indica con U(Zm), il minimo intero positivo M ≥ 2 t.c. non esistono in Zm

set ZM -related.

Osservazione. Che l’indice di unicità esista, comunque fissato m, è garan-
tito dalla Proposizione 8.10. La Proposizione 7.2, insieme al Corollario 7.5,
ci assicurano infatti che in Zm non possono esistere Z-set di cardinalità mi-
nore di 4 o, complementando, maggiore di m−4. Dunque, per l’annidamento
degli ZM -set, m − 4 è un limite di cardinalità anche per ogni ZM -set. Ora
entra in gioco la Proposizione 8.10, che pone il limite superiore dell’unicità
a C − 1 = m− 4− 1 = m− 5. Sicuramente quindi U(Zm) ≤ m− 5.

Esemp̂ı. U(Z7) = 2, poiché già per M = 2 non troviamo Z2-set, cioè Z-set.
Allo stesso modo U(Z12) = 3 e U(Z18) = 4. U(Z3) = 1, poiché, essendoci
in Z3 solo una classe per ciascuna cardinalità, non esistono Z1-set, cioè non
esistono set-class diverse ma con uguale cardinalità.

5Per la definizione si veda pag.37.
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8.3.5 Perdita di informazione

Partiamo da una semplice osservazione: l’unicità di uno spazio metrico musi-
cale ci dà il minimo intero U per cui la corrispondenza tra classe e U -vettore
è biunivoca. Ciò significa che a partire da un U -vettore siamo in grado di
risalire univocamente all’unica set-class corrispondente.

Nel passaggio tra classi e U -vettori, dunque, non vi è alcuna perdita di
informazione, fatto che si verifica invece per gli M -vettori con M < U , e che
si manifesta, per questi M , nell’impossibilità di una ricostruzione univoca
della set-class a partire dall’M -vettore.

8.3.6 Costruzione di strutture

L’esistenza di un tale U ha tra l’altro un immediato riscontro nella pratica
compositiva. Mediante la biunivocità tra U -vettori e set-class, infatti, è
possibile definire operazioni coerenti tra U -vettori, facendole ricadere su
operazioni insiemistiche tra le forme primarie delle set-class.6

8.4 ZM-relation e complementarietà

8.4.1 Ciò che resta del GHT

In Z2n, il GHT ci forniva un metodo immediato per trovare Z-set di car-
dinalità n: complementando. Tale fatto cessa di valere per gli Z3-set:
complementando un set di cardinalità n, infatti, otteniamo in generale un
set avente 3-vettore diverso. Ad esempio, in Z12 sia A = {0, 1, 3, 4, 7, 9} e
C(A) = {2, 5, 6, 8, 10, 11}. Allora

mv3(A) = [0, 2, 4, 0, 2, 0, 2, 4, 0, 2, 4, 0] 6= [0, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 0, 4, 2, 1] = mv3(C(A)).

In particolare, tutti i set di cardinalità n Z3-relati sembrano essere autocom-
plementari.

Ciò è significativo, ad esempio, per m = 2n = 18, laddove tra i 1258
Z-set di cardinalità 9, solamente 14 sono autocomplementari (e quindi non
rilevabili mediante GHT). Ed esattamente tra quei 14 set si trovano le uniche
quattro Z3-coppie che appaiono per m = 18. Analogamente accade sino a
m = 24.

Ricordiamo ora un risultato di Althuis e Göbel (esposto in [1]): in Z2n,
detto P (2n) il numero di set di cardinalità n e S(2n) il numero dei set
autocomplementari di cardinalità n, allora

lim
n→+∞

S(2n)
P (2n)

= 0.

6Se parliamo delle comuni operazioni insiemistiche, tuttavia, esse non saranno natural-
mente compatibili con il passaggio all’insieme quoziente delle set-class. Proprio per questo
bisogna sempre riferirsi alla forma primaria, cosa che - a ben vedere - può anche apparire
una forzatura.
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Se il numero di set autocomplementari è “piccolo” rispetto al totale dei
set, e se numericamente rileviamo gli Z3-set solo all’interno di questo esiguo
numero di set, c’è spazio per la seguente congettura.

Congettura 8.12. In Z2n, tutti i set Z3-relati di cardinalità n sono auto-
complementari.

Dal risultato di Althuis e Göbel, applicato alla Z3-relazione, avremmo
che, a differenza degli Z-set, gli Z3-set di ordine n diventano, al crescere di
n, percentualmente pochi - fatto che si tradurrebbe nel seguente corollario.

Corollario 8.13. In Z2n, sia P (2n) il numero di set di ordine n e sia Z3(2n)
il numero di set Z3-relati di cardinalità n. Allora

lim
n→+∞

Z3(2n)
P (2n)

= 0.

D’altro canto, pur perdendo di validità il Corollario 7.4 (GHT), sembra
continuare a valere un legame di complementarietà più debole, quello dato
dal Corollario 7.5.

Congettura 8.14. Se A e B sono ZM -related, anche C(A) e C(B) sono
ZM -related.

8.4.2 Una nuova lettura

Abbiamo mostrato che non è possibile estendere il GHT alle ZM -relazioni
con M ≥ 3. Tuttavia è possibile pervenire a un risultato generale che
estende (più blandamente) quanto il GHT asseriva per M = 2 anche a
ordini superiori. Prima, però, serve una definizione.

Definizione 8.15. Chiameremo matrice di elencazione, e indicheremo
con Em,N,M , la matrice avente per colonne gli N -vettori delle forme primarie
di cardinalità M di Zm (rispetto all’ordinamento fissato).

Teorema 8.16. Sia m = 2n e sia A un set di note in Z2n t.c. |A| = p.
Sia E2n,2,M la matrice di elencazione (cioè la avente per colonne i vettori
intervallari delle forme primarie di cardinalità M in Z2n). Allora vale che

E2n,2,M ·
((

p− 2
p−M

)
mvM (C(A))−

(
2n− p− 2
2n− p−M

)
mvM (A)

)
= v,

dove v ∈ Rn è il vettore avente le entrate pari a

vi = 2(n− p)
(

2n− p− 2
2n− p−M

)(
p− 2
p−M

)
per i = 1, . . . , n− 1 e

vn = (n− p)
(

2n− p− 2
2n− p−M

)(
p− 2
p−M

)
.
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Corollario 8.17 (GHT generalizzato). Se |A| = n, allora per ogni intero
M , 2 ≤ M ≤ n,

mvM (A)−mvM (C(A)) ∈ Ker(E2n,2,M ).

Dimostrazione. Siano F 2
i = {0, i} (i = 1, . . . , n) le n forme primarie di

cardinalità 2 in Z2n. Chiaramente, per ogni componente dei vettori in-
tervallari di A e C(A) si può scrivere che iv(A)i = emb(F 2

i , A) e che
iv(C(A))i = emb(F 2

i , C(A)).
Sia M un intero t.c. 2 ≤ M ≤ |A| = p. Utilizzando il Lemma 8.3 di

Lewin su ambedue le quantità, si ha che

iv(A)i = emb(F 2
i , A) =

∑
D emb(F 2

i , D)emb(D,A)(
|A| − 2
|A| −M

) =

=
∑

D iv(D)i · emb(D,A)(
p− 2
p−M

) , (8.6)

iv(C(A))i = emb(F 2
i , C(A)) =

∑
D emb(F 2

i , D)emb(D,C(A))(
|C(A)| − 2
|C(A)| −M

) =

=
∑

D iv(D)i · emb(D,C(A))(
2n− p− 2
2n− p−M

) , (8.7)

dove le sommatorie sono prese sulle forme primarie D di cardinalità M .
Dal Teorema 7.3 sappiamo che per i 6= n

iv(C(A))i − iv(A)i = 2(n− p) (8.8)

se i = 1, . . . , n e che

iv(C(A))n − iv(A)n = n− p. (8.9)

Prendendo dunque la differenza membro a membro tra la (8.7) e la (8.6)
si ha che

iv(C(A))i−iv(A)i =
∑
D

iv(D)i ·

 emb(D,C(A))(
2n− p− 2
2n− p−M

) − emb(D,A)(
p− 2
p−M

)
 , (8.10)
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da cui si ottiene(
p− 2
p−M

)(
2n− p− 2
2n− p−M

)
(iv(C(A))i − iv(A)i) =

=
∑
D

iv(D)i

((
p− 2
p−M

)
emb(D,C(A))−

(
2n− p− 2
2n− p−M

)
emb(D,A)

)
.

(8.11)

Ora basta ricordarsi che, al variare di D tra le forme primarie di car-
dinalità M in Z2n, emb(D,A) è l’entrata del M -vettore di A relativa a D.
Rammentando la (8.8) e la (8.9), la (8.11), al variare di i tra le n righe e di
D tra le colonne, è esattamente il sistema che compare nella tesi.

Quanto al corollario, se p = |A| = |C(A)| = n, i coefficienti binomiali
che compaiono nella (8.11) sono identici, e il primo membro si annulla per
effetto del GHT. Ne consegue che la sommatoria sulle D deve annullarsi,
cioè ∑

D

iv(D)i · (emb(D,C(A))− emb(D,A)) = 0, (8.12)

sistema omogeneo di n equazioni (al variare della i tra le righe) in k incognite,
ove k è il numero delle forme primarie di cardinalità M in Z2n. Al variare
di D, le quantità emb(D,C(A)) ed emb(D,A) sono esattamente i M -vettori
di A e C(A). Presa E2n,2,M la matrice di elencazione avente per colonne gli
iv(D) al variare di D, la (8.12) può essere riscritta matricialmente come

E2n,2,M · (mvM (C(A))−mvM (C(A))) = 0. (8.13)

Dato che la (8.13) vale indipendentemente da M (in particolare vale per
2 ≤ M ≤ n), si ha la tesi.

Osservazione. Il Corollario 8.17 è molto significativo. Nel caso particolare
di M = 2, la matrice di elencazione E2n,2,M è quadrata ed è l’identità, sicché
il sistema lineare (8.13) si riduce al sistema

In · (mv2(A)−mv2(C(A))) = In · (iv(A)− iv(C(A))) = 0

che ammette come unica soluzione quella triviale nulla. Tale risultato è pro-
prio il GHT, e dunque il Teorema 8.17 estende quanto asserito dal GHT: la
complementarietà tra set si traduce nell’appartenenza al nucleo di un’appli-
cazione lineare.

Nel caso più generale, tuttavia, il numero di equazioni è inferiore al
numero di incognite. Ad esempio per M = 3 e 2n = 12, il sistema ammette
infinite soluzioni dipendenti da sei parametri. I vincoli dati dalla (8.13) non
sono più sufficienti quindi per determinare una soluzione univoca, e non
bastano più per ottenere mvM (C(A)) noto mvM (A).
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Vale la pena di notare che, per la disposizione degli zeri nei vettori inter-
vallari delle D, la matrice di elencazione che compare nella (8.13) ha sempre
rango massimo.

Inoltre, si potrebbe pensare che un vincolo aggiuntivo sia il vincolo sul-
la norma uno dei q-vettori dato dal Lemma 8.6, cioè che ‖mvq(A)‖1 =
‖mvq(C(A))‖1 =

(|A|
q

)
, e si potrebbe provare a tradurre tale fatto aggiun-

gendo alla matrice di elencazione una riga formata da tutti 1 (per il calcolo
della norma uno), riga che tuttavia risulterebbe linearmente dipendente dal-
le altre (nel caso di M = 3 è esattamente pari a un terzo della somma delle
altre, poiché i vettori intervallari delle colonne della matrice di elencazio-
ne hanno norma uno costante, pari a 3), e dunque non farebbe aumentare
il rango. Interessante quindi notare che l’informazione sulla norma del q-
vettore è già contenuta nella matrice di elencazione dei vettori intervallari.

Si può ottenere anche qualcosa in più.

Proposizione 8.18. Sia A un set di note di Zm. Tutti e soli gli M -vettori
non degeneri di mvM (A)+Ker(Em,2,M ) sono del tipo mvM (Q), con iv(Q) =
iv(A).

Dimostrazione. Il Corollario 8.17 (GHT generalizzato) può essere riscritto
come

mvM (A) ∈ mvM (C(A)) + Ker(Em,2,M ),

o del tutto analogamente come

mvM (C(A)) ∈ mvM (A) + Ker(Em,2,M ),

intendendo con mvM (C(A)) + Ker(Em,2,M ) lo spazio affine

mvM (C(A)) + Ker(Em,2,M ) =
{
mvM (C(A)) + x : x ∈ Ker(Em,2,M )

}
.

Se Q è un set che verifica iv(A) = iv(Q), allora per il Lemma 8.6
necessariamente |A| = |Q| = p e scrivendo la (8.6) sia per A sia per Q
otteniamo

iv(A)i = emb(F 2
i , A) =

∑
D iv(D)i · emb(D,A)(

p− 2
p−M

) , (8.14)

iv(Q)i = emb(F 2
i , Q) =

∑
D iv(D)i · emb(D,Q)(

p− 2
p−M

) , (8.15)

con la sommatoria presa come al solito sulle forme primarie D di cardinalità
M . Eguagliando ambo i membri di (8.14) e (8.15) otteniamo che∑

D

iv(D)i (emb(D,A)− emb(D,Q)) = 0, (8.16)
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cioè, in forma matriciale, che

Em,2,M ·
(
mvM (A)−mvM (Q)

)
= 0, (8.17)

da cui mvM (A)−mvM (Q) ∈ Ker(Em,2,M ) o anche mvM (Q) ∈ mvM (A) +
Ker(Em,2,M ).

Viceversa, sia v ∈ mvM (A)+Ker(Em,2,M ) un M -vettore7 non degenere,
e sia dunque Q il set t.c. mvM (Q) = v. Sempre per il Lemma 8.6 si ha che
|Q| = |A|. Se mvM (Q) ∈ mvM (A) + Ker(Em,2,M ) significa che

Em,2,M · (mvM (Q)−mvM (A)) = 0,

cioè che ∑
D emb(F 2

i , D) (emb(D,Q)− emb(D,A))(
p− 2
p−M

) = 0

e dunque che∑
D emb(F 2

i , D)emb(D,Q)(
p− 2
p−M

) =
∑

D emb(F 2
i , D)emb(D,A)(
p− 2
p−M

) ,

cioè per il Lemma 8.3 di Lewin, che emb(F 2
i , A) = emb(F 2

i , Q) per ogni i,
ovvero che iv(A)i = iv(Q)i per ogni i, e in conclusione che

iv(A) = iv(Q).

Esempio. Scegliamo m = 2n = 8 e M = 3. Possiamo quindi già costruire
la matrice Em,2,M avente per colonne i vettori intervallari delle forme prima-
rie di cardinalità 3 in Z8. Tali forme primarie sono solo 5: {0, 1, 2}, {0, 1, 3},
{0, 1, 4}, {0, 2, 4}, {0, 2, 5}, e dunque la matrice Em,2,M è data da

E =


2 1 1 0 0
1 1 0 2 1
0 1 1 0 2
0 0 1 1 0


Il nucleo Ker(Em,2,M ) sarà dato da quei vettori (a, b, c, d, e)T t.c.

2a + b + c = 0
a + b + 2d + e = 0
b + c + 2e = 0
c + d = 0

7Vale la pena di notare nuovamente che tutti i vettori mvM (A) + Ker(Em,2,M ) sono
vettori la cui norma uno è compatibile con la loro possibile validità di M -vettori, avendo
tutti i vettori di Ker(Em,2,M ) per costruzione norma uno nulla.
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che ha per soluzione il generico vettore (e,−2e, 0, 0, e)T , da cui

Ker(Em,2,M ) = Span




1
−2
0
0
1


 .

Ora sia A = {0, 1, 3, 4} un set di note di Z8, con iv(A) = [2121] e
mv3(A) = [02200]. Lo spazio affine sotto analisi è

mv3(A)+Ker(Em,2,M ) =


0
2
2
0
0

+




t
−2t
0
0
t

 : t ∈ N

 =




t

2− 2t
2
0
t

 : t ∈ N


dove t è un parametro che, per quanto interessa a noi, varia tra gli interi.
Dato inoltre che nessuna entrata di un M -vettore può assumere valori ne-
gativi, è chiaro che gli unici valori di t che restituiscono possibili 3-vettori
sono t = 0, per cui otteniamo ancora mv3(A) e t = 1 per cui otteniamo il
3-vettore [10201] = mv3({0, 1, 2, 5}) = mv3(C(A)), esattamente come asse-
rito dal Corollario 8.17 e dalla Proposizione 8.18.

Possiamo estendere nuovamente quanto trovato:

Proposizione 8.19. Sia A un set di note di Zm. Siano M,N due interi t.c.
2 ≤ N ≤ M < |A|. Tutti e soli gli M -vettori non degeneri di mvM (A) +
Ker(Em,N,M ) sono del tipo mvM (Q), con mvN (Q) = mvN (A).

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca esattamente quelle sino a qui viste.
Sia mvN (A) = mvN (Q). Per il Lemma 8.6 è necessario che |A| = |Q| =

p. È chiaro che se Q ∈ /A/, mvM (Q) = mvM (A) e dunque mvM (Q) ∈
mvM (A) + Ker(Em,N,M ). Dimostriamo dunque che, presi A e B set di note
ZN -relati di Zm, per ogni M ≥ N (M < m)

mvM (A) ∈ mvM (B) + Ker(Em,N,M ).

Per farlo basta ripercorrere la dimostrazione del Teorema 8.16. Utilizzando
il Lemma 8.3 di Lewin, si ha che

mvN (A)i = emb(FN
i , A) =

∑
D emb(FN

i , D)emb(D,A)(
|A| −N

|A| −M

) =

=
∑

D mvN (D)i · emb(D,A)(
p−N

p−M

) , (8.18)
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mvN (Q)i = emb(FN
i , Q) =

∑
D emb(FN

i , D)emb(D,Q)(
|Q| −N

|Q| −M

) =

=
∑

D mvN (D)i · emb(D,Q)(
p−N

p−M

) , (8.19)

dove le sommatorie sono prese sulle forme primarie D di cardinalità M , e le
FN

i sono le forme primarie di cardinalità N . Dall’uguaglianza (per ipotesi)
dei primi membri delle (8.18) e (8.19) discende che∑

D

mvN (D)i (emb(D,Q)− emb(D,A)) = 0, (8.20)

cioè, in forma matriciale, che

E2n,N,M ·
(
mvM (Q)−mvM (A)

)
= 0, (8.21)

da cui mvM (A)−mvM (Q) ∈ Ker(Em,N,M ) o anche mvM (Q) ∈ mvM (A)+
Ker(Em,N,M ).

Viceversa, sia v ∈ mvM (A)+Ker(Em,N,M ) un M -vettore non degenere,
e sia dunque Q il set t.c. mvM (Q) = v. Sempre per il Lemma 8.6 si ha che
|Q| = |A|. Se mvM (Q) ∈ mvM (A) + Ker(Em,N,M ) significa che

Em,N,M · (mvM (Q)−mvM (A)) = 0,

cioè che, dette FN
i le forme primarie di cardinalità N ,∑
D emb(FN

i , D) (emb(D,Q)− emb(D,A))(
p−N

p−M

) = 0

e dunque che∑
D emb(FN

i , D)emb(D,Q)(
p−N

p−M

) =
∑

D emb(FN
i , D)emb(D,A)(
p−N

p−M

) ,

cioè per il Lemma 8.3 di Lewin, che emb(FN
i , A) = emb(FN

i , Q) per ogni i,
ovvero che mvN (A)i = mvN (Q)i per ogni i, e in conclusione che

mvN (A) = mvN (Q).

Osservazione. Nel caso di M = N la Proposizione 8.19 afferma un risul-
tato banale: infatti la matrice Em,M,M è una matrice quadrata pari all’iden-
tità, da cui il Ker(Em,M,M ) è banale. Ovvio dunque che tutti e soli i vettori
di mvM (A) + Ker(Em,M,M ) = mvM (A) siano legati a set ZM -related ad A.
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Osservazione. Vale la pena di notare che la Proposizione 8.19 ha un na-
turale corollario: la Proposizione 8.9 di Collins. Supponiamo infatti che
mvM (A) = mvM (B), e dunque mvM (B) ∈ mvM (A) + Ker(Em,N,M ) (in-
fatti 0 ∈ Ker(Em,N,M )): la Proposizione 8.19 ci assicura che comunque
scelto l’intero N , 2 ≤ N < M , mvN (A) = mvN (B). Abbiamo approcciato
l’annidamento degli ZM -set dal punto di vista dell’algebra lineare.

8.4.3 ZM -set e nucleo della matrice E

I risultati di algebra lineare sopra enunciati e dimostrati ci forniscono una
chiave di lettura per fare breccia da un’altra direzione nel problema degli
Z-set - e, in generale, nella questione degli ZM -set.

Proposizione 8.20. Sia U(Zm) l’indice di unicità dello spazio metrico
musicale (Zm, Zm, int), sia V un intero a scelta, con U(Zm) ≤ V < m,
V > M . Un set di note A di Zm, |A| ≥ V > M , è uno ZM -set se e solo se
mvV (A) + Ker(Em,M,V ) contiene più di un unico V -vettore non degenere.

Corollario 8.21. In particolare, A è uno Z-set se e solo se mvV (A) +
Ker(Em,2,V ) contiene più di un solo V -vettore non degenere.

Dimostrazione. Ricordando il significato dell’unicità U(Zm), e vista la de-
finizione di V , abbiamo che non esistono in Zm insiemi V -relati. Dunque i
due risultati sono solo una riscrittura della Proposizione 8.19.

Osservazione. V si può scegliere sempre indipendentemente da U(Zm):
ricordando che U(Zm) ≤ m− 4, si può considerare V t.c. m− 4 ≤ V < m e
tale V soddisferà necessariamente le ipotesi della Proposizione 8.20.

Esempio. In Z6 sia V = 3. Le uniche forme primarie di cardinalità 3 sono
{0, 1, 2}, {0, 1, 3} e {0, 2, 4} aventi vettori intervallari rispettivamente pari a
[210], [111], [003]. Allora

E6,2,3 =

2 1 0
1 1 0
0 1 3

 ,

da cui Ker(E6,2,3) = {0}, e comunque scelto un set A, |A| ≥ 3, mv3(A) +
Ker(E6,2,3) = mv3(A), da cui non esiste alcun set Z-related ad A.

Esempio. In Z7 sia V = 3. Le uniche forme primarie di cardinalità 3
sono {0, 1, 2}, {0, 1, 3}, {0, 1, 4} e {0, 2, 4} aventi vettori intervallari rispet-
tivamente pari a [210], [111], [102] e [021]. Allora

E7,2,3 =

2 1 1 0
1 1 0 2
0 1 2 2

 ,
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Ker(E7,2,3) = Span




1
−3
1
1


 .

Ora: sia A un set di Z7 (|A| ≥ 3). Escludendo i casi complementari di
|A| = 5, 6, 7, le entrate di mv3(A) sono al massimo pari a 2; dunque qualsiasi
vettore di

mv3(A) + Ker(E7,2,3) = mv3(A) +

c


1
−3
1
1




avrebbe seconda entrata negativa (per c > 0) o sarebbe comunque degenere
(per c < 0: la seconda entrata sarebbe troppo alta). Se ne deduce che non
esistono set Z-related nemmeno in Z7.
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Algebra dei vettori
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Capitolo 9

Estensione all’anello degli
interi

Music is all a simple math. First you play it by
the rules. Then you play it by the heart.

Surej Anwar

Tutte le considerazioni fino a qui fatte sono rimaste nell’ambito del grup-
po Zm che per sua natura è la struttura algebrica ideale per lavorare con i
temperamenti equabile musicale. Tuttavia i concetti che abbiamo espresso
sono ben più generali: ciò che abbiamo fatto è prendere un certo insieme di
elementi e associare a tale set un certo vettore intervallare. Abbiamo visto
che questa associazione non ha problemi, mentre un po’ più di problemi ci
ha dato la questione inversa: dato un vettore intervallare, è possibile sapere
quanti insiemi possono averlo generato?

Questi argomenti si possono trattare in maniera simile anche prendendo
l’anello degli interi in luogo di Zm.

Musicalmente, il passaggio da Zm a Z è sensato, poiché coincide con il
passaggio dalla pitch-class (cioè dalla nota come classe d’equivalenza, senza
tenere quindi conto della sua ottava) al pitch tout-court, alla nota che tiene
conto anche dell’ottava a cui si trova. Per non creare confusione con la
terminologia usata in Zm, preferiremo chiamare queste note che tengono
conto della propria ottava semplicemente “interi”.

9.1 Rinnovamento delle definizioni

Definizione 9.1. Si definisce set di interi (o semplicemente set) qualsiasi
sottoinsieme A = {a1, . . . , an} finito di Z (n < +∞).

Per comodità possiamo definire l’insieme

S := {S ∈ P(Z) : 0 ≤ |S| < +∞}
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di tutti i set di interi.
Passando all’anello Z perdiamo l’intuizione “musicale” dell’idea di inter-

vallo; il modo naturale per estendere il concetto è la seguente definizione1,
che non necessita del concetto di classe intervallare2.

Definizione 9.2. Dati due interi a e b si definisce intervallo tra a e b, e si
indica con int (a, b), la funzione

int : Z× Z → N

cos̀ı definita:
int (a, b) = |a− b|.

Continuano a valere le proprietà precedentemente esposte. Se conside-
riamo un set di interi ordinato a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ as, vale che

int (a1, as) = int (a1, a2) + int (a2, a3) + . . . + int (as−1, as)

e intervalli che si sommano in questo modo saranno detti “contigui”. Dato
che possiamo sempre considerare gli elementi ai di un set A = {a1, . . . , an}
ordinati in maniera crescente (mediante l’ordinamento standard di Z), pos-
siamo dare le seguenti definizioni.

Definizione 9.3. Dato un set un set A = {a1, . . . , an} con gli ai ordinati
(in maniera crescente) si definisce arcata di A (e si indica con arc(A)) il
vettore di Nn−1 cos̀ı definito:

arc(A) = (a2 − a1, a3 − a2, . . . , ai − ai−1, . . . , an − an−1).

Gli n− 1 intervalli

int(a1, a2), int(a2, a3), . . . , int(an, an−1)

sono detti intervalli principali di A.

Definizione 9.4. Dato un set un set A si definisce estensione di A (e si
indica con est(A)) la quantità

est(A) = max(A)−min(A).

Chiaramente l’estensione di un set sarà la somma dei suoi intervalli
principali.

Passando a Z, l’operazione di complementazione perde il suo interesse,
dal momento che il nostro intento è di lavorare con insiemi finiti di interi.
L’operazione Tj di trasposizione ha senso per ogni j ∈ Z. L’operazione di

1Questo concetto di intervallo incorpora e riassume le idee che in Zm erano di intervallo
diretto e di intervallo tout-court.

2In realtà potremmo anche vedere le nuove classi intervallari come /α/ = {α,−α}.
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inversione conserva il suo significato e le sue proprietà, cos̀ı come l’operazione
di trasposizione. L’operazione di moltiplicazione Mj continua ad avere senso,
e in più (banalmente) preserva per ogni j ∈ Z r {0} la cardinalità dei set su
cui agisce.

Definizione 9.5. Dato un set di interi A = {a1, . . . , an} di cardinalità
|A| = n, si definisce vettore intervallare di A il vettore

iv(A) = [v1, v2, . . . , vi, . . .],

costruito nel seguente modo:

vi =
n−1∑
j=1

n∑
k=j+1

δ(int (aj , ak) = i),

ove δ(x = y) è una funzione che assume valore 1 se la condizione x = y è
verificata, 0 altrimenti.

Notiamo che passando da Zm a Z, perdiamo la finitezza del vettore
intervallare, tuttavia conserviamo la seguente proprietà.

Proposizione 9.6. Qualsiasi vettore intervallare v è a norma finita. In
generale ∃ i t.c. ∀j > i vj = 0.

Dimostrazione. Il vettore intervallare per costruzione si deve riferire a un set
di interi A, con |A| = n < +∞. Dunque esiste m = min(A) e n = max(A);
deduciamo che l’intervallo più grande che può esserci tra gli elementi di A
è i = int(m,n) = est(A). Quindi per tutti i j > i si ha che vj = 0. In
particolare v ha norma finita.

Il vettore intervallare diventa una sorta di abaco a infinite colonne che
rende conto di quanti e quali intervalli si formano in un certo set di inte-
ri. Come già fatto precedentemente, saremo soliti scrivere le entrate del
vettore ravvicinate e senza virgole, ove non sorga equivoco - ad esempio,
iv({−1, 0, 3, 10}) = [101100100110000...].

In maniera del tutto naturale, il vettore intervallare diventa una funzione
che associa a ciascun set il suo vettore infinito.

Vale che:

Proposizione 9.7. Le trasposizioni e le inversioni preservano il vettore
intervallare.

Dimostrazione. Le trasposizioni preservano il vettore intervallare dal mo-
mento che int(a, b) = |a − b| = |(a + k) − (b + k)| = int(a + k, b + k).
Le inversioni preservano il vettore intervallare poiché int(a, b) = |a − b| =
int(− a,−b).
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Proposizione 9.8. Due set aventi uguali arcate hanno anche il medesimo
vettore intervallare.

Dimostrazione. Banalmente: due set A = a1, . . . , an e B = b1, . . . , bn con
uguali arcate si devono necessariamente corrispondere in una trasposizione,
precisamente quella di parametro j = min(B) −min(A) = b1 − a1 (se i set
sono ordinati) Quindi B = TjA. Dalla Proposizione 9.7 si ha la tesi.

Teorema 9.9. Dato un set A = {a1, . . . , an} con vettore intervallare v, il
numero di note che tale set ha in comune con la sua j-esima trasposizione è
pari a vj .

Dimostrazione. Sappiamo che la j-esima cifra del vettore intervallare rende
conto di quanti intervalli di j interi si formano nel set. Cioè il set annovererà
esattamente vj coppie di elementi del tipo {ai, ai + j}. La j-esima trasposi-
zione porterà tutti i pi di tale tipo nei pi + j, e dunque avrà in comune con
il set originale esattamente vj interi.

Possiamo infine continuare ad utilizzare le nozioni di vettore intervallare
degenere (o non degenere), di maggiorante e minorante, di caratteristica di
un vettore, di rango di un vettore3, possiamo servirci delle operazioni ⊕ e
	 definite come in precedenza (ma su vettori infiniti) e possiamo rinnovare
la definizione di V come insieme dei vettori intervallari non degeneri.4

3Queste ultime in virtù del fatto che i vettori intervallari hanno norma uno finita.
4Appare subito evidente che V avrà cardinalità infinita e non riusciremo a fornire una

tabella come quella data alla sezione 6.2. Infatti, anche considerando set di due interi, i
possibili vettori intervallari sono esattamente i vettori ei della base canonica di Rn, con
l’uno in posizione i-esima - dunque, al variare di i ∈ N, sono già loro infiniti.
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Capitolo 10

Condizioni di compatibilità

10.1 Adattamento delle precedenti condizioni

Le condizioni necessarie 6.3 e 6.6 possono essere mutuate senza problema.
Le dimostrazioni sono omesse, essendo sostanzialmente identiche al caso di
Zm.

Proposizione 10.1. Sia v vettore di interi. Condizione necessaria affinché
v sia un vettore intervallare non degenere è che abbia caratteristica car(v)
intera, ovvero che

√
1 + 8‖v‖1 sia un intero dispari, o anche che ‖v‖1 =

n2 − n per qualche naturale n.

Corollario 10.2. Condizione necessaria affinché v sia un vettore interval-
lare degenere è che ‖v‖1 sia un numero triangolare.

Proposizione 10.3. Sia v un vettore di interi a caratteristica intera n =
car(v). Condizione necessaria affinché v (con ‖v‖1 numero triangolare)
sia un vettore intervallare non degenere è che esista un insieme di indici
{i1, i2, . . . , in−1}, 0 < ij ≤ t, tali che

vq ≥ |{j : ij = q}|+ 1,

con q = i1 + i2 + . . . + in−1.

Possiamo mutuare anche la condizione necessaria e sufficiente vista nel
Teorema 6.8.

Teorema 10.4. Sia v un vettore di interi. Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché v sia un vettore intervallare non degenere è che valgano le
seguenti condizioni:

(i) la caratteristica n = car(v) è intera;
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(ii) esiste una collezione di indici {i1, i2, . . . , in−1}, 0 < ij ≤ t, tali che

vq(g,h) ≥

∣∣∣∣∣∣
(k, d) :

k+d∑
j=k

ij = q(g, h), con 0 ≤ d ≤ h− 2 e 1 ≤ k ≤ n− d


∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
c :

c+h−1∑
j=c

ij = q(g, h), con 1 ≤ c ≤ g − 1


∣∣∣∣∣∣+ 1

con q(g, h) =
∑g+h

j=g ij , per ogni h = 1, . . . , n − 2 e per ogni g =
1, . . . n− h− 1.

10.2 Nuovo algoritmo di controllo

Il problema interessante è ora riuscire a semplificare tale condizione nel caso
intero. L’idea è di fornire un algoritmo molto più efficiente di quello dato
dal Teorema 10.4.

Proposizione 10.5. Condizione necessaria affinché un vettore intervallare
non sia degenere è che l’ultima entrata non nulla sia unitaria.

Dimostrazione. Supponiamo che l’ultima entrata non nulla del vettore sia
la p-esima, e supponiamo per assurdo che sia maggiore di 1. Per ipotesi
il vettore non è degenere, ossia esiste un set A = {a1, . . . , an} associato
ad esso. Ciò significa che esistono almeno due diversi intervalli int(ai, aj)
e int(ah, ak), con {ai, aj} 6= {ah, ak} di ampiezza p. Supponendo, senza
perdita di generalità, che ai < aj , ah < ak e ai < ah, è chiaro che la
situazione tra gli interi può essere solo

ai < aj ≤ ah < ak

oppure
ai < ah ≤ aj < ak,

e in ambedue i casi il set A contemplerebbe un intervallo di ampiezza
maggiore di p:

int(ai, ak) > int(ai, aj) = p,

il che è assurdo.

Dato dunque un vettore intervallare v che soddisfi le condizioni necessarie
date dalle Proposizioni 10.1 e 10.5, l’ultima sua entrata non nulla ci fornisce
la sua estensione. In virtù della Proposizione 10.1 la relazione tra numero p
di intervalli e cardinalità n del set è dato da p = n(n−1)

2 . Dunque sappiamo
già qual è l’intervallo associato all’ultima entrata non nulla di v; l’idea è
di coinvolgere tutte le altre entrate, andando a ritroso da quest’ultima, per
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ricostruire il set associato a v. Se questa ricostruzione fallirà, il vettore
v sarà degenere. Supponiamo quindi intanto, fino a prova contraria, che
v = iv(A), con A = {a1, . . . , an} ordinato, dove n è fissato in virtù della
Proposizione 10.1.

Fissiamo a1 a piacere, ad esempio a1 = 0 - ciò equivale a fissare la traspo-
sizione del set A. Per quanto detto precedentemente, an è automaticamente
e necessariamente identificato1 poiché sarà necessariamente dato dall’ultima
entrata non nulla (il cui indice sia iq, ove q siano in tutto le entrate non nulle
di v) del vettore v - necessariamente viq deve essere uguale a 1, altrimenti il
vettore è banalmente degenere: l’estensione di un set è il massimo intervallo,
ed è unico. Sia v′ = v, un vettore che modificheremo nel corso dell’algo-
ritmo; iniziamo a togliere un’unità all’ultima entrata sua entrata non nulla
(quella di indice iq), corrispondente all’intervallo che abbiamo già fissato.
Per quanto visto, ora v′iq = 0.

Andiamo avanti, operando su v′. Ora la sua ultima entrata non nulla (il
cui indice sarà iq−1), deve annoverare necessariamente uno degli intervalli
tra a1 e an−1 oppure tra a2 e an. Se, infatti per assurdo si riferisse a un
intervallo interno tra ai e aj (a1 < ai < aj < an), gli intervalli int(a1, aj)
e int(ai, an) sarebbero maggiori di int(ai, aj) e minori dell’estensione di A,
ergo dovrebbe esserci un’entrata non nulla strettamente compresa tra quelle
di indici iq−1 e iq, il che è assurdo.

Dunque o a2 o an−1 risultano automaticamente fissati. Immediatamente
appare chiaro che fissare l’uno piuttosto che l’altro significa sostanzialmen-
te scegliere una tra le due inversioni possibili del set di interi.2 Fissare a2

piuttosto che an−1 equivale sostanzialmente a scegliere uno dei due set sim-
metrici (l’uno inverso dell’altro) che inevitabilmente condividono lo stesso
vettore intervallare. Supponiamo quindi di fissare3 an−1: ora il nostro set
in costruzione è formato da tre interi: A ⊇ {a1, an−1, an}, grazie all’utilizzo
di un intervallo dell’entrata di indice iq−1. Nuovamente, togliamo un’unità
all’entrata v′iq−1

.
Abbiamo fissato an−1 in base all’intervallo int(a1, an−1) che sapevamo

corrispondere a un’unità dell’entrata v′iq−1
; questo ha contribuito a creare

l’intervallo int(an−1, an) cui deve essere necessariamente associato un inter-
vallo annoverato in v. Se cos̀ı non è, il vettore è necessariamente degenere4;
se invece tale intervallo è conteggiato, e dunque v′

ĩnt(an−1,an)
≥ 1, togliamo

un’unità all’entrata v′
ĩnt(an−1,an)

e continuiamo il procedimento, consideran-

1E questa è già una sostanziale differenza rispetto al caso di Z12.
2Precisazione necessaria: questo accade a meno che l’entrata vq−1 annoveri anche un

altro intervallo, il che equivale a prendere un set come ad esempio il set {0, 3, 4, 9, 12}. La
scelta del 3 o del 9 come terzo intero da fissare non fissa la simmetria, poiché il simmetrico
(cioè l’inverso) {0, 3, 8, 9, 12} non è escluso automaticamente con tale scelta.

3Il ragionamento è del tutto analogo nell’altro caso.
4Si noti che la stessa identica cosa sarebbe accaduta fissando a2 in luogo di an−1.

97



do l’ultima entrata non nulla del vettore v′.5 (La notazione ĩnt(a, b) indica,
come già accennato, il minimo intero non negativo della classe int(a, b).)

Il ragionamento è del tutto analogo: l’intervallo associato a tale pallina
deve coinvolgere necessariamente o a1 o an. Se infatti esso fosse interno
agli ai, si formerebbero intervalli più grandi coinvolgenti gli estremi, che
però non sono contemplati nel vettore intervallare. Dunque un certo altro
ai risulterà fissato, e abbiamo due diverse opzioni di scelta: fissarlo in modo
tale che l’intervallo relativo all’entrata che stiamo considerando sia int(a1, ai)
oppure int(ai, an). In questo caso le due scelte non sono più equivalenti : in
generale daranno luogo a due diverse vie di ricostruzione del set di note, che
dobbiamo portare avanti separatamente. Abbiamo quindi due possibili set
A ⊇ {a1, ai, an−1, an} a seconda delle due possibili ramificazioni nella scelta
di ai; in essi si vengono dunque a creare due nuovi intervalli int(ai, an−1)
e int(ai, an) cui dovranno corrispondere necessariamente due entrate non
nulle di v′. Se qualcuna di queste entrate è nulla, la ramificazione scelta
(cioè fissato uno tra i due ai) è infruttuosa; se invece tali palline sono entrate
sono entrambe non nulle, diminuiamole ambedue di un’unità in v′ e andiamo
avanti.

Il procedimento continua prendendo ogni volta l’ultima entrata non nulla
di v′, e ad ogni nuovo passo si aprono due diverse strade egualmente plau-
sibili: si crea cioè un albero binario di possibili set, albero che dobbiamo
analizzare nella sua interezza. Se tutte le ramificazioni risultano “infruttuo-
se”, il vettore sarà inevitabilmente degenere. Se una qualche ramificazione
è fruttuosa, il vettore non sarà degenere. Cioè abbiamo sostanzialmente
mostrato che:

Teorema 10.6. Condizione necessaria e sufficiente affinché un vettore sia
non degenere è che non tutte le ramificazioni del procedimento sopra esposto
siano “infruttuose”.

Analizzare questo albero binario è molto più semplice rispetto a mettere
in algoritmo la condizione del Teorema 10.4. Per n ≤ 3 il set A è immediata-
mente identificato (a meno di trasposizioni o inversioni), per n > 3 dobbiamo
analizzare al massimo 2n−3 casi, senza utilizzare quella sorta di dispendiosa
ricorsività esplicita nella condizione (ii) del teorema sopracitato. Ad esem-
pio, per n = 6 basta l’analisi di 8 casi, mentre utilizzando il Teorema 10.4
avremmo dovuto fare un lavoro molto più duro. L’algoritmo sopra esposto è
implementato nel metodo toSetDiNote della classe VettoreIntervallare,
come segnalato in appendice.

5Tale entrata può benissimo essere ancora quella di indice iq−1: se viq−1 ≥ 2 e
int(an−1, an) 6= iq−1, infatti, in tale entrata del vettore v′ resta ancora un’unità.
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Capitolo 11

Set Z-related

O Nature, and O soul of man! how far beyond all
utterance are your linked analogies!

Moby Dick
Herman Melville

11.1 Analogie triangolari

11.1.1 Triangoli e triangoli validi

Nasce spontanea una nuova domanda. Prendiamo un albero binario di quelli
generati dall’algoritmo di cui al paragrafo precedente: è possibile che due
suoi rami siano contemporanemante fruttuosi? Certamente questo è pos-
sibile nel caso particolare di cui si parla nella nota 2 a pag. 97. Ma: è
possibile che l’algoritmo precedente costruisca due set di note che condivi-
dono lo stesso vettore intervallare pur non corrispondendosi per trasposizioni
o inversioni? O, il che è identico, i vettori intervallari sono biunivocamente
associati ai set di note, a meno di trasposizioni e inversioni?

La risposta non è affatto scontata. Ad esempio, se trasferiamo in Z tut-
ti i set di note che in Z12 erano Z-related (mediante la solita associazione
tra classe e minimo intero non negativo), con un calcolo esaustivo al cal-
colatore scopriamo che nessuno di essi è più un Z-set - un caso specifico: i
set A = {0, 1, 2, 5, 8, 10} e B = {0, 1, 3, 4, 8, 10} che condividono in Z12 lo
stesso vettore intervallare [233331], visti come insiemi di interi (cioè inter-
pretando ogni loro elemento come il più piccolo intero della classe) non sono
più Z-related, avendo rispettivamente vettori intervallari [312121121100...] e
[222211211100...].

Quindi ci si deve chiedere, addirittura, se esistano Z-set nell’anello degli
interi, o se invece a ogni vettore intervallare non degenere corrisponda uno
e un solo set di interi, a meno di sue trasposizioni o inversioni.
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Per analizzare la questione, conviene introdurre i concetti di triangolo e
di triangolo valido.

Definizione 11.1. Chiameremo triangolo di ordine n su G, con G gruppo
additivo, qualsiasi vettore

T = (t1, . . . , tn, tn+1, . . . , tn(n+1)
2

)

di lunghezza n+(n−1)+ . . .+2+1 =
n(n + 1)

2
, con ti ∈ G, che penseremo

organizzato nella maniera seguente:

I triangoli di ordine n si identificano in modo naturale con le matrici
triangolari di ordine n, per ragioni che saranno molto più chiare nel prosieguo
dell’analisi, chiameremo gli elementi del generico triangolo t di ordine n:

La ragione di questa “bizzarra” notazione sarà chiara nel momento in
cui introdurremo la relazione tra triangoli validi e set di interi.

L’insieme dei t1j , al variare di j, sarà chiamato base del triangolo.
L’insieme dei restanti elementi sarà chiamto sviluppo del triangolo.

Definizione 11.2. Dati due triangoli T e W su un gruppo additivo G, de-
finiamo la somma tra tali triangoli, chiamando triangolo somma il triangolo
T + W il cui generico elemento di posto (i, j) è la somma degli elementi
tij + wij .
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Definizione 11.3. Diremo che un triangolo T di ordine n è un triangolo
valido se

tij =
j−1∑
p=i

ti,i+1 = ti,i+1 + ti+1,i+2 + . . . , +tj−2,j−1 + tj−1,j (11.1)

per i = 2, . . . , n e j = i + 2, . . . , n + 1, cioè se il triangolo ha la seguente
forma additiva1

L’insieme dei triangoli validi di ordine k verrà notato con Tk. L’insieme
di tutti i triangoli validi verrà notato semplicemente con T .

I triangoli validi di ordine k su Z (o in R) formano uno spazio vettoriale2

su R con la somma tra triangoli precedentemente definita, e con il prodotto
esterno che a (λ, T ) ∈ R × T associa il triangolo il cui generico elemento è
λ · tij . Tale spazio ha dimensione k. Ad esempio per k = 4 la base naturale
è quella formata dai triangoli

potendo il generico triangolo valido essere riscritto come

1Gli elementi del triangolo sono elementi di un gruppo additivo; ha quindi senso
calcolarne la somma.

2In alternativa possiamo dire che i triangoli validi di ordine k su G formano un modulo
sull’anello Z.
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ed essendo gli elementi di base chiaramente linearmente indipendenti (si
pensi all’analogia con il caso matriciale).

È quindi immediato il seguente risultato:

Lemma 11.4. Un triangolo valido è univocamente determinato dai suoi
elementi di base.

11.1.2 Corrispondenza tra triangoli e vettori intervallari

Il nodo cruciale è che esiste una forte analogia tra set di interi e triangoli
validi.

Lemma 11.5. Esiste una corrispondenza biunivoca naturale tra triangoli
validi di ordine n−1 aventi entrate in Nr{0} e set di interi di cardinalità k,
a meno di loro trasposizioni. Cioè: preso un set di interi il cui minimo è un
valore fissato, ad esso è associato in modo naturale uno e un solo triangolo
valido.

Dimostrazione. A meno di trasposizioni3 tutti i set di interi hanno per
minimo un valore fissato, ad esempio lo 0. Sia allora

J = {A ∈ S t.c. min(A) = 0}.

Prendiamo ora il generico elemento A ∈ J di cardinalità n,

A = {a1, a2, . . . , an}.

Sia

(t12, t23, . . . , tn−1,n) = arc(A) = (a2 − a1, a3 − a2, . . . , an − an−1)

la sua arcata. Gli intervalli conteggiati nel vettore intervallare di A sono,
oltre a quelli dell’arcata, tutte le somme di intervalli contigui che si possano
costruire con i vettori dell’arcata.

In altri termini: è chiaro che per definizione il vettore intervallare tiene
conto di tutti gli n(n−1)

2 intervalli

tij := int(ai, aj) = aj − ai,

per i = 1, . . . , n − 1 e j = 2, . . . , n, per i quali valgono le uguaglianze degli
intervalli contigui:

tij := int(ai, aj) = int(ai, ai+1) + int(ai+1, ai+2) + . . . + int(aj−1, aj) =

= ti,i+1 + ti+1,i+2 + . . . + tj−1,j =
j−1∑
p=i

tp,p+1. (11.2)

3Ciò che stiamo facendo è quozientare rispetto alla relazione “avere uguale arcata”,
cosa che opereremo più formalmente in seguito.
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La (11.2) ci dice che il triangolo T = (tij) è un triangolo valido, poiché
rispetta la forma additiva (11.1). Ad ogni set di interi A ∈ J corrisponde
un triangolo valido, il triangolo dei (tij) definiti sopra, i cui elementi sono
tutti interi (strettamente) positivi. Chiameremo tale triangolo τ(A).

Inoltre, poiché due A,B ∈ J con A 6= B hanno necessariamente arcate
diverse4, i triangoli τ(A) e τ(B) avranno necessariamente basi diverse, e
dunque i triangoli saranno diversi. D’altro canto, a ogni triangolo valido
T = (tij) di ordine n− 1, i cui elementi siano interi (strettamente) positivi,
è associato il set di note di ordine n la cui arcata è data dagli elementi della
base, più precisamente il set0, t12, t12 + t23, . . . ,

n−1∑
p=1

tp,p+1

 ∈ J .

Dato che ogni triangolo è univocamente determinato dagli elementi della sua
base, triangoli diversi avranno basi diverse, e daranno vita quindi a set di
interi diversi.

Riassumendo: abbiamo mostrato esplicitamente la corrispondenza biu-
nivoca naturale tra i set di interi a meno di trasposizioni e i triangoli validi
aventi come elementi interi (strettamente) positivi.

In base a questa forte analogia possiamo riformulare l’asserto sull’esi-
stenza di Z-set nel caso di Z utilizzando la nozione di triangolo valido.

Lemma 11.6. Due set di interi A e A′ hanno uguale vettore intervallare se
e solo se i triangoli validi τ(A) e τ(A′) sono lo stesso triangolo a meno di
una permutazione dei loro elementi.

Dimostrazione. La dimostrazione è immediata se pensiamo alla naturale
corrispondenza introdotta con il Lemma 11.5: τ(A) annovera tra i suoi
elementi tutti gli intervalli che vengono conteggiati nel vettore intervallare;
se iv(A′) = iv(A), τ(A′) e τ(A) annoverano gli stessi elementi. A meno di
una permutazione quindi sono lo stesso triangolo.

Viceversa, sia T un triangolo valido e T ′ un triangolo valido ottenuto
permutando elementi di T . Siano A e A′ i set t.c. T = τ(A) e T ′ = τ(A′).
Allora iv(A) e iv(A′) annoverano gli stessi intervalli, e dunque in definitiva
sono uguali.

Congetturare l’inesistenza di Z-set, nell’analogia, significa affermare che
due triangoli annoveranti gli stessi elementi devono necessariamente riferirsi
a set della stessa classe, ovvero devono avere uguale base (l’arcata del set) a
meno di un’inversione di tale arcata, cioè a meno di una simmetria della base.
Ma allora, dal Lemma 11.6, tali triangoli devono essere lo stesso triangolo.

4Per costruire J abbiamo sostanzialmente quozientato rispetto alla relazione “avere
uguale arcata”.
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L’assenza di Z-set nel caso intero, quindi, è equivalente alla seguente
congettura.

Congettura 11.7 (Congettura delle permutazioni valide - errata!). Sia T =
(tij) un triangolo valido i cui elementi siano interi strettamente positivi; sia
T ′ = (t′ij) il triangolo costruito permutando gli elementi di T mediante una
permutazione σ ∈ Sym({tij}), cioè

t′ij = σ(tij).

Condizione necessaria e sufficiente affinché T ′ sia un triangolo valido è che σ
sia la permutazione identica oppure la permutazione di simmetria rispetto
all’asse centrale del triangolo, cioè la permutazione t.c.

σ(tij) = tn−j+1,n−i+1.

Mostriamo più formalmente e compiutamente che:

Lemma 11.8. La congettura delle permutazioni valide è equivalente all’i-
nesistenza di Z-set.

Dimostrazione. Preso un triangolo T cui è biunivocamente associato (a me-
no di trasposizioni) il set A t.c. T = τ(A), iniziamo a chiederci che ripercus-
sioni ha la simmetria sull’associazione biunivoca. Sia T ′ il triangolo ottenuto
per simmetria verticale da T ; sia A′ l’unico set (a meno di trasposizioni) t.c.
T ′ = τ(A′). In particolare la base di T ′ sarà simmetrica rispetto alla ba-
se di T , cioè l’arcata di A′ avrà gli stessi elementi di A in ordine inverso.
Esplicitamente, se

A = {0, t12, t12 + t23, . . . ,

n−2∑
p=1

tp,p+1,

n−1∑
p=1

tp,p+1},

A′ =

0, tn−1,n, tn−2,n−1 + tn−1,n, . . . ,

n−1∑
p=2

tp,p+1,

n−1∑
p=1

tp,p+1

 =

=
{ n−1∑

p=1

tp,p+1 −
n−1∑
p=1

tp,p+1,

n−1∑
p=1

tp,p+1 −
n−2∑
p=1

tp,p+1, . . . ,

n−1∑
p=1

tp,p+1 − (tn−2,n−1 + tn+1,n),
n−1∑
p=1

tp,p+1

}
=

=
{ n−1∑

p=1

tp,p+1 −
n−1∑
p=1

tp,p+1,
n−1∑
p=1

tp,p+1 −
n−2∑
p=1

tp,p+1, . . . ,
n−1∑
p=1

tp,p+1 − (tn−2,n−1 + tn+1,n),

n−1∑
p=1

tp,p+1 − tn+1,n,

n−1∑
p=1

tp,p+1

}
=
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=
{ n−1∑

p=1

tp,p+1 − 0,
n−1∑
p=1

tp,p+1 − tn+1,n,
n−1∑
p=1

tp,p+1 − (tn−2,n−1 + tn+1,n), . . . ,

n−1∑
p=1

tp,p+1 −
n−2∑
p=1

tp,p+1,
n−1∑
p=1

tp,p+1 −
n−1∑
p=1

tp,p+1

}
=

= Tk

{0,−tn+1,n,−(tn−2,n−1 + tn+1,n), . . . ,−
n−2∑
p=1

tp,p+1,−
n−1∑
p=1

tp,p+1}

 =

= Tk (I(A)) ,

con k =
∑n−1

p=1 tp,p+1. Nei passaggi abbiamo prima aggiunto e tolto la quan-
tità

∑n−1
p=1 tp,p+1 ad ogni elemento, poi riordinato gli elementi in diverso

modo nell’insieme e infine utilizzato la definizione di k-esima trasposizione
di un set. A meno di trasposizioni, quindi

A′ = I(A).

Supponiamo ora che valga la Congettura delle permutazioni valide. Al-
lora per ogni triangolo valido T di interi strettamente positivi, le uniche
trasformazioni che mantengono inalterata la validità sono la simmetria e
l’identità. Ciò significa che esse sono le uniche trasformazioni sulla base del
triangolo che conservano la validità del triangolo costruito a partire dalla
base. Dato che l’associazione tra triangoli validi di interi strettamente posi-
tivi e set di note a meno di trasposizioni è biunivoca, questo significa che a
meno di inversioni gli unici set di interi i cui triangoli validi associati hanno
gli stessi elementi permutati sono quelli le cui arcate sono l’una l’inversa
dell’altra, cioè, per quanto detto prima, gli inversi (sempre a meno di tra-
sposizioni). Ma per il Lemma 11.6, tali sono anche gli unici set di interi che
condividono uguale vettore intervallare, dunque non esistono set Z-related.

Viceversa, supponiamo che non esistano set Z-related. Allora, a meno di
trasposizioni, i set che condividono uguale vettore intervallare sono solo gli
inversi, cioè i set le cui arcate sono ottenute l’una dall’altra per simmetria
rispetto all’asse centrale. Quindi anche i triangoli associati ai due set avran-
no basi ottenuta l’una dall’altra per simmetria. Dato che un triangolo valido
è univocamente determinato dalla sua base, e dato che due triangoli validi
simmetrici hanno anche le basi simmetriche, dire che due triangoli validi
hanno basi l’una simmetrica dell’altra equivale a dire che i triangoli sono
l’uno il simmetrico dell’altro. Ergo: due triangoli validi si corrispondono in
una permutazione se e solo se sono l’uno il simmetrico dell’altro, il che è
proprio la Congettura delle permutazioni valide.
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Figura 11.1: L’elemento cerchiato deve essere maggiore di tutti gli elementi
contenuti nel triangolo segnalato dallo sfondo grigio, poiché è costruito additi-
vamente con tali elementi. Questo forza il vertice del triangolo (l’elemento ne-
cessariamente più grande) a rimanere invariato mediante permutazione valida
e il secondo più grande elemento a collocarsi subito sopra al vertice.

11.2 Esistenza di insiemi Z-related

11.2.1 Dimostrazione della Congettura delle permutazioni
valide per n = 3

Nor count me all to blame if I
Conjecture of a stiller guest,
Perchance, perchance, among the rest,
And, tho’ in silence, wishing joy.

In Memoriam (Epilogue)
Alfred Lord Tennyson

La Congettura delle permutazioni valide (e dunque l’inesistenza di Z-
set) in generale è falsa, ma in modo meno banale di quanto si potrebbe
pensare. Alcune considerazioni sulla struttura dei triangoli ci aiutano però
a dimostrare tale congettura almeno per bassi valori di n.

Ad esempio, se due triangoli sono l’uno permutazione dell’altro, senza
dubbio hanno lo stesso elemento di vertice, che deve necessariamente essere
l’elemento più grande del triangolo. Se n è la dimensione del triangolo,
t1,n+1 è dunque fissato. Analogamente il secondo elemento più grande del
triangolo deve trovarsi in posto t1,n o in posto t2,n+1, poiché se si trovasse
in altri posti, dovrebbe avere sopra di sé sicuramente almeno un elemento
più grande di lui (t1,n o t2,n+1, appunto). In generale ogni elemento thk del
triangolo deve essere maggiore degli elementi tij con h ≤ i < j ≤ k con i
quali è costruito, cioè tutti gli elementi che esso “vede” in direzione della
base, come mostrato dalla figura 11.1.

Riusciamo cos̀ı a fissare il vertice t1,n+1 del triangolo e un elemento subito
sopra a tale vertice che, a meno di una simmetria del triangolo, possiamo
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supporre essere t1,n. Dato che t1,n+1 =
∑n

i=1 ti,i+1 = t1,n + tn,n+1, fissati
t1,n+1 e t1,n, risulta automaticamente fissato anche l’elemento di base tn,n+1.

Per la stessa relazione mostrata in figura 11.1, si può aggiungere che se
nel triangolo esistono due elementi più piccoli di tutti gli altri, essi devono
essere necessariamente nella base (se non lo fossero, sarebbero più grandi
di almeno altri due elementi, che però non esistono per ipotesi), e quindi
mediante una permutazione valida, devono restare nella base.

Infine si può notare che, essendo t1,n+1 =
∑n

i=1 ti,i+1 fissato, la som-
ma degli elementi della base deve rimanere invariata mediante permutazio-
ne valida, il che, nell’analogia, significa che due Z-set devono avere uguale
estensione.

Senza ipotesi sulla dimensione del triangolo, non si riesce a fare di più, in
particolare non è possibile fissare più dei tre elementi t1,n+1, t1,n e tn,n+1. Ma
cio è sufficiente per dare una dimostrazione della Congettura delle permuta-
zioni valide nel caso n = 3 (con n numero di elementi di base del triangolo).
Il generico triangolo valido di base 3 è il seguente.

Gli elementi cerchiati sono quelli che necessariamente devono rimanere
fissati (per quanto detto prima) mediante una permutazione valida σ. Ri-
mangono tre elementi da sistemare. Se l’elemento t23 + t34 resta dove è,
necessariamente anche t12 e t23 devono restare dove sono, e la permutazione
è la permutazione σ è identica. Supponiamo quindi che la permutazione
valida σ mandi l’elemento t23 + t34 nella base: al posto di tale elemento
potrebbe finire o t12 o t23. t23 non può finirci, perché altrimenti la somma
degli elementi di base darebbe

(t23 + t34) + t12 + t34 = (t12 + t23 + t34) + t34 > (t12 + t23 + t34),

il che è inammissibile dal momento che la somma degli elementi di base deve
essere pari all’elemento al vertice. Se invece il posto di t23 +t34 venisse preso
da t12, la somma dei nuovi elementi di base darebbe

(t23 + t34) + t23 + t34 = 2(t23 + t34),

e dato che tale somma deve eguagliare il vertice, si deduce che

t23 + t24 = t12,

il che ci dice che in realtà scambiare t23 + t34 e t12 non ha sortito alcun
effetto, poiché ciò è possibile solo se essi sono uguali. Se ne deduce imme-
diatamente che ogni elemento rimane fissato, e dato che i primi tre elementi
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Figura 11.2: Controesempio alla Congettura delle permutazioni valide;
i triangoli sono costruiti rispettivamente partendo dalle arcate di A =
{0, 1, 2, 6, 8, 11} e di B = {0, 1, 6, 7, 9, 11}.

erano stati fissati a meno di simmetrie, le uniche permutazioni valide sono
proprio l’identità e la simmetria.

Con ragionamenti esattamente analoghi (ma con più casi da trattare) è
possibile dimostrare l’asserto anche per n = 4.

11.2.2 Controesempi

Il primo controesempio che il calcolatore rileva sono due triangoli di dimen-
sione 5, cioè due set di interi di cardinalità 6.

Si considerino infatti A = {0, 1, 2, 6, 8, 11} e B = {0, 1, 6, 7, 9, 11}. Com-
putando i relativi vettori intervallari si osserva immediatamente che

iv(A) = iv(B) = [22112211111000...],

o tracciando i triangoli dagli intervalli delle relative arcate, si vede (figura
11.2) che essi sono l’uno la permutazione dell’altro, e tale permutazione non
è né l’identità né la simmetria.

Altri controesempi, in effetti, non sono troppo difficili da trovare: la
loro cardinalità minima è 6, e altre Z-coppie di tale cardinalità sono ad
esempio A = {0, 1, 2, 6, 10, 13} e B = {0, 1, 4, 5, 11, 13} (i cui relativi triangoli
validi sono mostrati in figura 11.3), oppure A = {0, 1, 3, 8, 10, 14} e B =
{0, 1, 7, 9, 11, 14} (i cui relativi triangoli validi sono mostrati in figura 11.4)

L’estensione minima delle Z-coppie trovate è sicuramente 11 (la ricerca
esaustiva non ha rilevato Z-set di estensione minore), e ciò accade solo nel
primo controesempio citato (figura 11.2) e in un altro esempio, quello dei set
di cardinalità 9 A = {0, 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11} e B = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 11}, di
vettori intervallari

iv(A) = iv(B) = [655543321110000...],

e i cui triangoli sono raffigurati in figura 11.5.
Quest’ultimo controesempio è proprio quello fornito da Collins in [7],

analizzando una relazione ZIFNOMOD che, a nostro avviso, può essere più
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Figura 11.3: Controesempio alla Congettura delle permutazioni valide;
i triangoli sono costruiti rispettivamente partendo dalle arcate di A =
{0, 1, 2, 6, 10, 13} e di B = {0, 1, 4, 5, 11, 13}.

Figura 11.4: Controesempio alla Congettura delle permutazioni valide;
i triangoli sono costruiti rispettivamente partendo dalle arcate di A =
{0, 1, 3, 8, 10, 14} e di B = {0, 1, 7, 9, 11, 14}.

Figura 11.5: Controesempio alla Congettura delle permutazioni valide for-
nito anche da Collins per la sua relazione ZIFNOMOD. I triangoli sono costrui-
ti rispettivamente partendo dalle arcate di A = {0, 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11} e di
B = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 11}.
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significativamente sostitutita dalla quasi nostra Z-relation nell’anello degli
interi.5

11.2.3 Costruzione di Z-set

La presenza degli Z-set nell’anello degli interi non è cosa di poco conto.
Innanzitutto, se abbiamo una coppia di Z-set di interi di estensione e, allora
abbiamo automaticamente una coppia di Z-set in qualsiasi gruppo Zm con
m ≥ e + 1.

Proposizione 11.9. Siano A e B due set di interi Z-related di cardinalità
n con arcate l’una non la permutazione dell’altra, e supponiamo, a meno di
trasposizioni, che min(A) = min(B) = 0. Sia e = est(A) = est(B) la loro
necessariamente comune estensione. Allora per ogni m ≥ e+1, [A]m e [B]m
sono due set Z-related all’interno del gruppo Zm. (Se S = {s1, . . . , sn}, con
la notazione [S]m si intende

[S]m := {[s1]m, . . . , [sn]m},

cioè l’insieme delle classi di equivalenza degli elementi di S.)

Dimostrazione. La dimostrazione è immediata: A e B condividono gli stessi
intervalli in Z, che diventano le stesse classi intervallari di Zm (poiché m ≥
e + 1), e dunque anche gli stessi intervalli in Zm.

Osservazione. Naturalmente non è vero il viceversa: è anzi assai impro-
babile che una Z-coppia in Zm sia anche Z-coppia in Z (ove si considerino,
ad esempio, in luogo delle classi di Zm, al solito, i più piccoli interi non
negativi delle classi). Ad esempio la più famosa coppia di Z-set in Z12,
cioè A = {0, 1, 3, 6} e B = {0, 1, 4, 7}, trasferita all’anello degli interi non
condivide più il medesimo vettore intervallare:

iv(A) = [112011000...] 6= [1021011000...] = iv(B),

e ciò era chiaro anche dal fatto che l’estensione di A e B non era la stessa.

Osservazione. Collins, in [7], con i set A = {0, 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11} e
B = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 11}, ha bisogno di supporre che m ≥ 14, affinché
A e B visti in Zm siano davvero una Z-coppia. Questo perché le arcate di A
e B hanno gli stessi elementi permutati, e dunque, ad esempio, per m = 12
i set [A]12 e [B]12 appartengono alla stessa classe. Questo non può accadere
se si suppone per ipotesi, come accade nella Proposizione 11.9, che le due

5Ciò permette infatti di liberarsi di alcuni impicci legati alla malposizione della defini-
zione di ZIFNOMOD sulle classi, poiché tale relazione non è invariante al variare dei set nelle
classi.
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arcate siano non una la permutazione dell’altra - ciò che accade ad esempio
per la primissima Z-coppia rilevata. Per m = 13, Collins ha inoltre il proble-
ma della primalità delle forme A e B, problema che viene automaticamente
risolto da un’analisi estesa all’anello degli interi.

Non solo: per ogni Z-coppia nell’anello degli interi ne possiamo costruire
infinite altre.

Proposizione 11.10. Siano A e B due set di interi Z-related di cardinalità
n, e supponiamo, a meno di trasposizioni, che min(A) = min(B) (e dunque
necessariamente che max(A) = max(B) = max(A∪B)). Sia m = max(A) =
max(B) il loro comune elemento più grande. Allora, per ogni s ∈ N, s > m,

A ∪ {s + a : a ∈ A} e B ∪ {s + b : b ∈ B}

sono due set di interi Z-related di cardinalità 2n.

Corollario 11.11. Comunque scelto M1 ∈ N,M1 > 0, esiste M2 ∈ N,M2 ≥
M1 t.c. esistono Z-set di cardinalità M2

Corollario 11.12. Comunque scelto E ∈ N, E ≥ 22, esistono Z-set di
estensione E.

Corollario 11.13. Esistono infiniti Z-set nell’anello degli interi.

Dimostrazione. A meno di trasposizioni, min(A) = min(B) = 0. Siano
dunque A = {0, a2, . . . , an} e B = {0, b2, . . . , bn} come da ipotesi. Sia s ∈
N, s > max(A∪B). Allora gli insiemi A∪{s+a : a ∈ A} e B∪{s+b : b ∈ B}
hanno la forma

A ∪ {s + a : a ∈ A} = {0, a2, . . . , an, s + 0, s + a2, . . . , s + an},

B ∪ {s + b : b ∈ B} = {0, b2, . . . , bn, s + 0, s + b2 . . . , s + bn}.

Mostriamo che tali set hanno uguale vettore intervallare.
Per ipotesi iv({a1, . . . , an}) = iv({b1, . . . , bn}) e per trasposizione anche

iv({s + a1, . . . , s + an}) = iv({s + b1, . . . , s + bn}). Resta da vedere che
siano uguali anche gli intervalli “misti” tra uno dei primi n elementi e uno
degli ultimi n. Poniamo a1 = b1 = 0 e consideriamo gli intervalli del tipo
int (ai, s + aj), per i, j = 1, . . . , n; dato che per ipotesi s > an, si ha

int (ai, s + aj) = int (ai, an)+int (an, s)+int (s, s, aj) = int (ai, an)+int (an, s)+int (0, aj) .

Se A e B hanno uguale vettore intervallare, in particolare devono avere
uguale estensione e dunque chiamiamo E := an = bn, e riscriviamo

int (ai, s + aj) = int (ai, an) + int (E, s) + int (a1, aj) = ain + (s− E) + a1j ,
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con i, j = 1, . . . , n, ove abbiamo, al solito, utilizzato la convenzione ahk =
int (ah, ak) =

∑k−1
i=h int (ai, ai+1).

Del tutto simmetricamente gli intervalli “misti” nel set B sono

int (bi, s + bj) = int (bi, bn) + int (E, s) + int (b1, bj) = bin + (s− E) + b1j .

con i, j = 1, . . . , n.
Dobbiamo verificare che gli intervalli “misti” di A e B siano gli stessi.

Scindiamo tre casi.
Se i = j gli intervalli “misti” di A diventano

ain + (s− E) + a1i = E + (s− E) = s

e altrettanto fanno gli intervalli di B, da cui se i = j si hanno gli stessi
intervalli.

Se i > j, allora

ain + (s− E) + a1j = (s− E) + a1j + ain = (s− E) + (E − aji) = s− aji,

e al variare di j < i, aji va a toccare tutti gli intervalli di iv(A). Analoga-
mente

bin + (s− E) + b1j = (s− E) + b1j + bin = (s− E) + (E − bji) = s− bji,

e al variare di j < i, bji va a toccare tutti gli intervalli di iv(B). Dato che
per ipotesi iv(A) = iv(B), la famiglia di intervalli {s− aji}i>j e la famiglia
di intervalli {s− bji}i>j coincidono.

Infine se i < j, allora

ain + (s− E) + a1j = (s− E) + a1j + ain = (s− E) + (E + aji) = s + aji,

e ancora una volta al variare di j > i, aji va a toccare tutti gli intervalli di
iv(A). Analogamente

bin + (s− E) + b1j = (s− E) + b1j + bin = (s− E) + (E − bji) = s + bji,

e al variare di j > i, bji va a toccare tutti gli intervalli di iv(B). Ancora:
dato che per ipotesi iv(A) = iv(B), la famiglia di intervalli {s + aji}i<j e la
famiglia di intervalli {s + bji}i<j coincidono.

Dunque c’è una corrispondenza biunivoca tra tutti gli intervalli dei set
A ∪ {s + a : a ∈ A} e B ∪ {s + b : b ∈ B}, che hanno quindi uguale vettore
intervallare e, non essendo legati da trasposizione o inversione (perché non
lo erano per ipotesi i set A e B), sono Z-related.

Il primo e il terzo corollario derivano immediatamente dal fatto che
la proposizione permette operativamente di costruire Z-set arbitrariamente
grandi.

Per dimostrare il secondo corollario notiamo che, presi A = {0, 1, 2, 6, 8, 11}
e B = {0, 1, 6, 7, 9, 11} come nel primo controesempio, la coppia A = A +
(E−22) ·A e A = A+(E−22) ·A è una coppia di set Z-related di estensione
E.
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Esempio. Presi A = {0, 1, 2, 6, 8, 11} e B = {0, 1, 6, 7, 9, 11} come nel
primo controesempio, possiamo costruire i set di interi

Ãs = {0, 1, 2, 6, 8, 11, s, s + 1, s + 2, s + 6, s + 8, s + 11}

B̃s = {0, 1, 6, 7, 9, 11, s, s + 1, s + 6, s + 7, s + 9, s + 11}

che per ogni s ≥ 12 identificano una coppia di set Z-related. Questo è anche
un modo banale per mostrare l’infinità di Z-set nell’anello degli interi.

11.2.4 Perdita di informazione

L’esistenza di Z-set, anche nel caso dell’anello degli interi, può essere inter-
pretata come impossibilità, in generale, di ricostruire univocamente un set a
partire dal suo vettore intervallare. Come abbiamo visto nell’analogia trian-
golare, a meno di simmetrie ci è possibile fissare tre elementi nel triangolo, il
che significa che nell’algoritmo della sezione 10.2 ci è possibile fissare univo-
camente, a partire da un dato vettore intervallare, a meno di trasposizioni
e inversioni, tre interi. Tutto il resto non è garantito, in particolare non è
garantito che uno solo dei rami dell’algoritmo sia fruttuoso.

Ciò vuol dire in un certo senso che (e non è un’affermazione poi cos̀ı ba-
nale) passando da un set di interi al suo vettore intervallare si ha una perdita
di informazione anche nel caso intero. Tale perdita di informazione è sicura-
mente nulla se la cardinalità del set è minore di 6, ma non lo è per cardinalità
più alte. Il fatto che dal vettore [655543321110000...] l’algoritmo descritto
nella sezione 10.2 restituisca due diversi set (A = {0, 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}
e B = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 11}) significa che nel vettore intervallare non è
contenuta la stessa informazione che è contenuta nei set A o B.
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Capitolo 12

Conclusioni

What are the roots that clutch, what branches
grow / Out of this stony rubbish?

The Waste Land
Thomas Stearns Eliot

12.1 Risultati raggiunti

Riassumiamo di seguito quali nuovi risultati sono stati raggiunti nel corso
della trattazione.

Lo studio della non degenerazione ha portato all’individuazione del Teo-
rema di Struttura 6.8, che poi è stato generalizzato al caso dell’anello degli
interi nel Teorema 10.4. Un altro punto di vista sul medesimo argomento
ha portato al Teorema 6.23 e alla Proposizione 6.24.

L’analisi della Z-relation e della sua generalizzazione hanno portato:

• a un risultato riguardo all’interazione tra operazioni moltiplicative e
vettore intervallare (Teorema 7.10);

• allo sviluppo di un nuovo approccio (di tipo algebrico lineare) riguardo
al problema degli Z-set (sezione 8.4.2);

• alla traduzione della complementarizzazione in appartenenza al nucleo
di un’applicazione lineare, e ai conseguenti risultati contenuti nel Teo-
rema 8.16 e nel suo Corollario 8.17, che generalizza alla ZM -relazione
quanto il GHT asseriva per la Z-relation (possiamo dunque chiamare
tale corollario “GGHT”);

• a una nuova chiave di lettura per il problema degli ZM -set, contenuta
nella caratterizzazione fornita dal Teorema 8.20 e, nel caso particolare
di M = 2, del suo Corollario 8.21;
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• a un miglioramento (mostrato in appendice) dell’algoritmo di Read-
Collins (per la ricerca delle forme primarie), al fine di abbattere i tempi
di calcolo;

• alla redazione, con il nuovo algoritmo sviluppato, delle tabelle di fre-
quenze degli Z-set e di Z3-set in Zm fino a m = 28. Verrà, di conse-
guenza, fornita anche la lista con gli indici di unicità per Zm, sino a
m = 28;

• all’individuazione di una Z3-tripletta in Z28.

Tutto lo scheletro formale della Teoria Insiemistica Musicale è stato in-
fine all’anello degli interi Z, ove è stata formulata un analogia tra vettori
intervallari e triangoli validi ed è stato individuato un metodo più veloce per
verificare la non degenerazione di un set di note (Teorema 10.6). Ivi è stata
mostrata l’esistenza di Z-set, ne è stata dimostrata l’infinità e sono ne state
stilate le tabelle di frequenze sino a un’estensione pari a 20.

12.2 Problemi aperti

Riguardo ai vettori intervallari, agli Z-set e alle loro varie generalizzazioni
rimangono aperti diversi problemi:

• l’esistenza in un qualche Zm di Z4-set è ancora in dubbio: la ricerca è
stata migliorata sino a m = 28 senza che alcuna coppia di set Z4-related
venisse rilevata;

• manca ancora una dimostrazione alle due Congetture 8.12 e 8.14, che
pure sembrano sensate - una strada fertile sembra essere quella di
proseguire nelle considerazioni di algebra lineare esposte nella sezione
8.4.2;

• l’esistenza di Z-set nell’anello degli interi è stata mostrata, ma non è
chiaro se ivi esistano anche Z3-set in Z, e se in generale ivi esistano
ZM -set con M ≥ 2: la ricerca per esaustione è stata condotta sino ai
set di estensione 22 senza trovare alcunché;

• resta da stabilire anche se esistano Z-triplette nell’anello degli interi,
fatto che pure sembra ragionevole.
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Appendice A

Tavole

A.1 Lista dei primi Z-set in Zm

Si elencano per esteso di seguito gli Z-set di cardinalità C (espressi in forma
primaria) rilevati in Zm, sino a m = 15, tralasciando le cardinalità C >
bm/2c che si possono ottenere complementando i set elencati.

m=8

• C = 4

{0 , 1 , 2 , 5}
{0 , 1 , 3 , 4}

m=10

• C = 5

{0 , 1 , 2 , 3 , 6}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 7}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6}

m=12

• C = 4

{0 , 1 , 3 , 7}
{0 , 1 , 4 , 6}
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• C = 5

{0 , 1 , 2 , 4 , 7}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 8}
{0 , 1 , 3 , 8 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 9}
{0 , 1 , 3 , 4 , 8}

• C = 6

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 8}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 9}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 9}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 7 , 8}
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8}
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 9}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 10}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 10}
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−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 9}
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 9}
{0 , 1 , 3 , 5 , 7 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 9}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 10}
{0 , 1 , 3 , 6 , 8 , 9}

m=13

• C = 4

{0 , 1 , 3 , 9}
{0 , 1 , 4 , 6}

• C = 6

{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 9}
{0 , 1 , 3 , 5 , 7 , 8}

m=14

• C = 5

{0 , 1 , 2 , 4 , 9}
{0 , 1 , 2 , 5 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 8}
{0 , 1 , 3 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 6 , 9}
{0 , 1 , 3 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 8}
{0 , 1 , 3 , 10 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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{0 , 1 , 3 , 5 , 8}
{0 , 1 , 3 , 7 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 6 , 10}
{0 , 1 , 4 , 6 , 11}

• C = 6

{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 9}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 10 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 10}
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 12}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 10 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 8 , 10}
{0 , 1 , 3 , 5 , 8 , 9}

• C = 7

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 8}
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 9}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 9}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 11}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 9}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8}
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−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 11 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 8 , 9}
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 8 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 10 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 9}
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 7 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 12}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 9 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 9 , 10 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 9 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 11}
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{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 10 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 8 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 9 , 10}
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 8 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 7 , 8 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 9 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 10}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 7 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 9 , 10}
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 7 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 9 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 8 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 10}
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 8 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 8 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 12}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 8 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 8 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8 , 12}
{0 , 1 , 2 , 4 , 8 , 10 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 9 , 10}
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 8 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 9 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 7 , 8 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 9 , 12}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 8 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 10 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 10 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 9 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 9 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 7 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 8 , 9 , 10}
{0 , 1 , 2 , 6 , 7 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 8 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 9 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 7 , 8 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 5 , 8 , 9 , 12}
{0 , 1 , 3 , 5 , 8 , 10 , 11}

m=15

• C = 5

{0 , 1 , 3 , 4 , 9}
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{0 , 1 , 3 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 6 , 10}
{0 , 1 , 4 , 6 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 7 , 10}
{0 , 1 , 4 , 7 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 7 , 12}
{0 , 1 , 4 , 6 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 7 , 13}
{0 , 1 , 3 , 10 , 12}

• C = 6

{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 12}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 10}
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 7 , 10}
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 8}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 9}
{0 , 1 , 2 , 4 , 11 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9}
{0 , 1 , 2 , 4 , 10 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 10}
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 11 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 12}
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{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 9 , 10}
{0 , 1 , 2 , 6 , 7 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 9 , 11}
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 8 , 10}
{0 , 1 , 3 , 7 , 8 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 8 , 12}
{0 , 1 , 3 , 8 , 11 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 6 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 10}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 9}
{0 , 1 , 3 , 9 , 11 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 8 , 10}
{0 , 1 , 3 , 5 , 8 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 5 , 7 , 10}
{0 , 1 , 3 , 5 , 10 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 5 , 7 , 12}
{0 , 1 , 3 , 5 , 9 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 5 , 9 , 11}
{0 , 1 , 4 , 6 , 8 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 11}
{0 , 1 , 4 , 5 , 8 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 6 , 8 , 12}
{0 , 1 , 3 , 7 , 10 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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{0 , 1 , 3 , 7 , 8 , 12}
{0 , 1 , 3 , 7 , 10 , 11}

• C = 7

{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 10}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 10 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 8 , 9}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 12}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 10 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 11}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 11 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 12}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 8 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 10 , 11}
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 8 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 10 , 12}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 11}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 8 , 11}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 9 , 10}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 9 , 12}
{0 , 1 , 3 , 5 , 8 , 9 , 13}
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A.2 Frequenze di Z-set in Zm

Di seguito si riporta la tabella delle frequenze dei rilevamenti di Z-set in Zm,
al variare di m (Tabella A.1) e la tabella con le ripartizioni al variare della
cardinalità dei set (Tabella A.2).

m |Im| #fp #Z-set #GHT #noGHT #Z-set/#fp #GHT/#fp
8 4 30 2 2 0 6,67% 6,67%
9 4 46 0 0,00%
10 5 78 6 6 0 7,69% 7,69%
11 5 126 0 0,00%
12 6 224 46 30 0 20,54% 13,39%
13 6 380 12 3,16%
14 7 687 144 96 0 20,96% 13,97%
15 7 1224 160 13,07%
16 8 2250 728 366 0 32,36% 16,27%
17 8 4112 368 8,95%
18 9 7685 2766 1244 14 35,99% 16,19%
19 9 14310 1296 9,06%
20 10 27012 10403 4468 13 38,51% 16,54%
21 10 50960 9268 18,19%
22 11 96909 32085 15600 5 33,11% 16,10%
23 11 184410 15708 8,52%
24 12 352698 162974 55708 130 46,21% 15,79%
25 12 675188 68540 10,15%
26 13 1296858 398792 198268 36 30,75% 15,29%
27 13 2493726 342946 13,75%
28 14 4806078 1590477 713752 219 33,09% 14,85%

Tabella A.1: Frequenze degli Z-set in Zm al variare di m, sino a m = 28.
|Im| è il numero di classi resto, #fp è il numero delle forme primarie (cioè delle
set-class), #Z-set è il numero degli Z-set, #GHT è il numero degli Z-set di
cardinalità m/2 rilevabili mediante il GHT, #noGHT è il numero degli Z-set
di cardinalità m/2 non rilevabili mediante GHT (perché autocomplementari).

Osservazioni. Si possono fare alcune semplici considerazioni sulla Tabella
A.2. La prima, semplice, riguarda la simmetria della tabella, cioè il fatto
che, naturalmente, il numero di Z-set di cardinalità C è uguale al numero
di Z-set di cardinalità m− C, in virtù del Corollario 7.5.

Quanto alle distribuzioni di Z-set, come nota Collins in [8], ci sono sempre
più Z-set per m pari, in virtù del GHT. Inoltre la percentuale di Z-set sul
totale delle set-class dipende sicuramente dalla scomposizione in fattori primi
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di m, ragione per cui tale percentuale crolla nei casi di m primo. D’altro
canto, l’ipotesi che Collins ha formulato in [7] (avendo i dati sino a m = 24),
secondo cui gli Z-set tendono a saturare lo spazio delle forme primarie, se
si aggiungono i dati sino a m = 28, cessa di essere cos̀ı plausibile. Infatti
al crescere di m la percentuale di Z-set sulla totalità delle forme primarie
sembra stabilizzarsi su un valore intorno al 30% invece che aumentare sino
al 100%. Di tutto ciò andrebbe cercata una più formale conferma.

Possiamo però intanto riconoscere che il numero di Z-set di cardinalità C
in Zm forma una sorta di curva a campana al variare di C. Gli scostamenti
da tale curva sembrano dipendere in qualche modo dal MCD(C,m), ragion
per cui il numero di Z-set per m = 27 subisce un’impennata a C = 9, o anche
il numero di Z-set per m = 25 aumenta per C = 10 per poi ridiminuire a
C = 11. Ciò è coerente con i picchi che per m pari si riscontrano per
C = m/2, come illustrato nelle figure A.1 e A.2.

Infine possiamo osservare anche che il numero degli Z-set di cardina-
lità m/2 non rilevabili mediante GHT aumenta, ma anch’esso subisce la
dipendenza dalla fattorizzazione di m (eclatanti i casi di m = 22 e m = 24).
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Figura A.1: Diagrammi del numero di Z-set rilevati di cardinalità C nel
gruppo Zm, con m = 21, 23. Si congettura una dipendenza dei picchi “anoma-
li” (quelli che esulano dalla forma a campana) cioè da MCD(m,C) (ecco ad
esempio il perché per m = 23 non ve ne sono).
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Figura A.2: Diagrammi del numero di Z-set rilevati di cardinalità C nel
gruppo Zm, con m = 24, 25.
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A.3 Lista dei primi Z3-set in Zm

Si elencano per esteso di seguito gli Z3-set di cardinalità C (espressi in
forma primaria) rilevati in Zm, sino a m = 24, tralasciando le cardinalità
C > bm/2c che si possono ottenere complementando i set elencati.

m=18

• C = 9

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 14 , 15}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 9 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 11 , 13}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8 , 10 , 14 , 15}
{0 , 1 , 2 , 4 , 8 , 9 , 12 , 14 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 10 , 12 , 15}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 12 , 13 , 15}

m=20

• C = 10

{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 8 , 10 , 12 , 15}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 11 , 13 , 18}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 10 , 11 , 13 , 15}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 10 , 11 , 13 , 15 , 17}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 12 , 13 , 16 , 17}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 9 , 11 , 12 , 16}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 12 , 13 , 15 , 17}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 10 , 14 , 15 , 16}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 10 , 11 , 14 , 16}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 10 , 11 , 14 , 16 , 17}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 9 , 10 , 12 , 16 , 17}
{0 , 1 , 2 , 5 , 8 , 10 , 12 , 13 , 15 , 16}
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m=21

• C = 9

{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 10 , 12 , 15 , 18}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 12 , 15 , 16 , 18}

m=24

• C = 9

{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 9 , 12 , 17}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 17 , 18 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 10 , 14 , 17}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 16 , 17 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 7 , 8 , 11 , 15 , 16 , 21}
{0 , 1 , 3 , 7 , 8 , 13 , 16 , 17 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 4 , 5 , 8 , 12 , 13 , 16 , 20}
{0 , 1 , 4 , 5 , 8 , 12 , 16 , 17 , 20}

• C = 10

{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 9 , 12 , 14 , 18}
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 9 , 13 , 15 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 12 , 13 , 15 , 18}
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 12 , 13 , 15 , 18 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 10 , 13 , 14 , 19}
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8 , 12 , 13 , 19 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8 , 12 , 13 , 16 , 19}
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 12 , 13 , 16 , 19 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 10 , 12 , 13 , 19 , 20}
{0 , 1 , 2 , 7 , 8 , 10 , 12 , 13 , 16 , 19}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 8 , 11 , 12 , 14 , 19 , 20}
{0 , 1 , 2 , 6 , 9 , 12 , 14 , 15 , 18 , 19}
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• C = 11

{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 9 , 13 , 14 , 17 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 9 , 13 , 14 , 17 , 20 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 10 , 12 , 15 , 18 , 21}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 12 , 15 , 18 , 19 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 12 , 13 , 15 , 18 , 21}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 12 , 15 , 16 , 18 , 21}

• C = 12

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 8 , 10 , 11 , 19 , 21}
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 11 , 17 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 , 10 , 11 , 18 , 20 , 21}
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 9 , 10 , 11 , 17 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 8 , 10 , 11 , 18 , 19 , 20}
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 8 , 9 , 10 , 12 , 17 , 18}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 10 , 12 , 14 , 15 , 18}
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 9 , 10 , 13 , 14 , 16 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 9 , 12 , 13 , 16 , 18}
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 12 , 13 , 16 , 18 , 20 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 9 , 12 , 14 , 20 , 21}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 9 , 13 , 18 , 19 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 10 , 11 , 17 , 19 , 21}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 9 , 11 , 16 , 18 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 14 , 15 , 16 , 19 , 20}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 11 , 13 , 14 , 15 , 19}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 14 , 15 , 18 , 20 , 21}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 9 , 12 , 13 , 15 , 19}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 8 , 14 , 15 , 16 , 18 , 20}
{0 , 1 , 2 , 3 , 7 , 11 , 13 , 14 , 15 , 17 , 18 , 19}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 9 , 10 , 11 , 15 , 17 , 18}
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 9 , 10 , 16 , 17 , 18 , 20}
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−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 8 , 9 , 11 , 13 , 16 , 19}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 8 , 11 , 16 , 18 , 19 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 8 , 10 , 11 , 14 , 16 , 19}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 8 , 11 , 16 , 17 , 19 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 9 , 10 , 11 , 16 , 19 , 20}
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 16 , 17 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 9 , 14 , 15 , 17 , 19 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 8 , 11 , 13 , 14 , 16 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 9 , 12 , 13 , 17 , 19}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 12 , 13 , 17 , 19 , 20 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 11 , 13 , 14 , 17 , 19}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 12 , 13 , 15 , 18 , 19 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 9 , 14 , 15 , 17 , 18 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 10 , 14 , 16 , 17 , 18 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 10 , 11 , 16 , 18 , 20 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 9 , 10 , 11 , 15 , 18 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 9 , 12 , 13 , 15 , 20 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 8 , 12 , 13 , 14 , 17 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 9 , 10 , 11 , 13 , 18 , 19 , 20}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 10 , 11 , 12 , 16 , 18 , 19 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 9 , 11 , 12 , 13 , 15 , 20 , 21}
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 10 , 12 , 14 , 15 , 16 , 18 , 19}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 9 , 11 , 13 , 15 , 18 , 19}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 10 , 12 , 13 , 17 , 18 , 19 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 10 , 12 , 14 , 15 , 18 , 19}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 12 , 13 , 14 , 17 , 19 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 12 , 13 , 15 , 17 , 19 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 11 , 12 , 13 , 16 , 18 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 9 , 14 , 15 , 16 , 18 , 20}
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{0 , 1 , 2 , 3 , 7 , 9 , 12 , 13 , 15 , 17 , 18 , 19}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 8 , 12 , 13 , 14 , 16 , 20}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 8 , 12 , 16 , 17 , 18 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 7 , 8 , 10 , 12 , 14 , 17 , 20}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 12 , 14 , 17 , 19 , 20 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 10 , 11 , 15 , 18 , 19 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 10 , 11 , 15 , 17 , 18 , 20 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 10 , 12 , 13 , 16 , 20 , 22}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 12 , 14 , 16 , 17 , 20 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 10 , 12 , 14 , 16 , 17 , 20}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 10 , 13 , 14 , 16 , 18 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 12 , 13 , 14 , 16 , 18 , 20}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 10 , 12 , 13 , 14 , 17 , 18 , 22}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 9 , 12 , 13 , 16 , 18 , 20}
{0 , 1 , 2 , 4 , 8 , 9 , 12 , 14 , 16 , 18 , 20 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 9 , 12 , 14 , 16 , 20 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 12 , 13 , 16 , 18 , 20 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 12 , 13 , 15 , 16 , 18 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 12 , 13 , 15 , 16 , 18 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 9 , 10 , 12 , 14 , 18 , 19 , 21}
{0 , 1 , 2 , 5 , 8 , 10 , 12 , 14 , 16 , 17 , 19 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8 , 10 , 13 , 14 , 16 , 20 , 21}
{0 , 1 , 2 , 4 , 8 , 9 , 12 , 14 , 15 , 18 , 20 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 7 , 8 , 10 , 14 , 15 , 16 , 19 , 20}
{0 , 1 , 2 , 4 , 8 , 9 , 10 , 13 , 14 , 16 , 19 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 8 , 12 , 13 , 15 , 17 , 19 , 21}
{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 9 , 12 , 13 , 15 , 17 , 19 , 20}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 7 , 9 , 12 , 13 , 15 , 18 , 21}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 7 , 9 , 12 , 15 , 18 , 19 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 10 , 12 , 15 , 16 , 18 , 21}
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 9 , 12 , 13 , 15 , 18 , 19 , 21}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 5 , 8 , 9 , 11 , 13 , 16 , 18 , 19 , 22}
{0 , 1 , 3 , 5 , 8 , 9 , 11 , 14 , 16 , 18 , 19 , 21}
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A.4 Frequenze di Z3-set in Zm

Di seguito si riporta la tabella delle frequenze dei rilevamenti di Z3-set in
Zm, al variare di m con relative ripartizioni al variare della cardinalità dei
set.

numero di Z3-set di cardinalità
m #fp 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 Totale #Z3-set/#fp
18 7685 8 8 0.1041%
19 14310 0 0%
20 14310 12 12 0.0444%
21 50960 2 2 4 0.0078%
22 96909 0 0%
23 184410 0 0%
24 352698 8 12 6 84 6 12 8 136 0.0386%
25 675188 0 0%
26 1296858 6 6 0.0005%
27 2493726 60 8 8 60 136 0.0055%
28 4806078 38 2 48 14 207 14 48 2 38 411 0.0086%

Tabella A.3: Frequenze e ripartizione per cardinalità degli Z3-set in Zm, al
variare di m sino a m = 28. Con #fp si intende il numero di forme primarie
(e quindi delle set-class), con #Z3-set si intende il numero degli Z3-set.
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A.5 Indici di unicità per Zm

Da quanto riportato nelle pagine precedenti, si evince la seguente tabella.

m U(Zm) m U(Zm) m U(Zm)
2 1 11 2 20 4
3 1 12 3 21 4
4 2 13 3 22 3
5 2 14 3 23 3
6 2 15 3 24 4
7 2 16 3 25 3
8 3 17 3 26 4
9 2 18 4 27 4
10 3 19 3 28 4

Tabella A.4: Indici di unicità U degli spazi metrici musicali canonici
(Zm, Zm, int), al variare di m sino a m = 28.
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A.6 Lista dei primi Z-set in Z

Si elencano per esteso di seguito gli Z-set di cardinalità C e di estensione E
(espressi in forma primaria) rilevati in nell’anello Z, sino a E = 15.

E=11

• C = 6

{0 , 1 , 2 , 6 , 8 , 11}
{0 , 1 , 6 , 7 , 9 , 11}

• C = 9

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 11}
{0 , 1 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 11}

E=12

• C = 7

{0 , 1 , 2 , 5 , 7 , 9 , 12}
{0 , 1 , 5 , 7 , 8 , 10 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 8 , 12}
{0 , 1 , 5 , 6 , 7 , 9 , 12}

• C = 9

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 9 , 12}
{0 , 1 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 9 , 12}
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 10 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 11 , 12}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 9 , 11 , 12}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 7 , 9 , 10 , 12}
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 8 , 9 , 10 , 12}
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E=13

• C = 6

{0 , 1 , 2 , 6 , 10 , 13}
{0 , 1 , 4 , 5 , 11 , 13}

• C = 7

{0 , 1 , 2 , 3 , 7 , 10 , 13}
{0 , 1 , 7 , 8 , 10 , 11 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 6 , 8 , 9 , 13}
{0 , 1 , 5 , 7 , 8 , 10 , 13}

• C = 8

{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 8 , 10 , 13}
{0 , 1 , 5 , 6 , 8 , 9 , 11 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 8 , 9 , 13}
{0 , 1 , 5 , 6 , 7 , 9 , 10 , 13}

• C = 9

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 9 , 10 , 13}
{0 , 1 , 4 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 8 , 9 , 11 , 13}
{0 , 1 , 2 , 6 , 8 , 9 , 10 , 11 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 8 , 10 , 13}
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 8 , 11 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 9 , 13}
{0 , 1 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 11 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 9 , 12 , 13}
{0 , 1 , 2 , 6 , 7 , 9 , 10 , 12 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 7 , 10 , 11 , 13}
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 9 , 10 , 11 , 13}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 13}
{0 , 1 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 10 , 13}
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E=14

• C = 6

{0 , 1 , 3 , 8 , 10 , 14}
{0 , 1 , 7 , 9 , 11 , 14}

• C = 7

{0 , 1 , 3 , 6 , 9 , 10 , 14}
{0 , 1 , 5 , 8 , 9 , 11 , 14}

• C = 8

{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 11 , 14}
{0 , 1 , 6 , 8 , 9 , 11 , 12 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 9 , 10 , 14}
{0 , 1 , 5 , 7 , 8 , 10 , 11 , 14}

• C = 9

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 10 , 11 , 14}
{0 , 1 , 4 , 8 , 9 , 10 , 11 , 12 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 9 , 11 , 14}
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 9 , 12 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 9 , 10 , 14}
{0 , 1 , 5 , 7 , 8 , 9 , 10 , 12 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 9 , 10 , 13 , 14}
{0 , 1 , 2 , 6 , 9 , 10 , 11 , 13 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 8 , 10 , 14}
{0 , 1 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 12 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 7 , 9 , 11 , 14}
{0 , 1 , 5 , 6 , 7 , 9 , 10 , 12 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 7 , 11 , 12 , 14}
{0 , 1 , 3 , 7 , 8 , 10 , 11 , 12 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 8 , 9 , 10 , 14}
{0 , 1 , 5 , 6 , 7 , 9 , 10 , 11 , 14}
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−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 8 , 9 , 11 , 14}
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 8 , 11 , 12 , 14}
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 9 , 11 , 12 , 14}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 2 , 3 , 5 , 6 , 8 , 9 , 10 , 14}
{0 , 2 , 5 , 6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 14}

• C = 10

{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 9 , 11 , 14}
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 12 , 14}

E=15

• C = 7

{0 , 1 , 3 , 4 , 9 , 11 , 15}
{0 , 1 , 7 , 9 , 11 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 6 , 10 , 11 , 15}
{0 , 1 , 5 , 9 , 10 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 2 , 3 , 5 , 9 , 10 , 15}
{0 , 2 , 5 , 6 , 7 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 2 , 3 , 7 , 9 , 10 , 15}
{0 , 2 , 7 , 8 , 9 , 12 , 15}

• C = 8

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 8 , 12 , 15}
{0 , 1 , 8 , 9 , 11 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 9 , 11 , 15}
{0 , 1 , 7 , 9 , 10 , 11 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 7 , 9 , 10 , 15}
{0 , 1 , 7 , 8 , 9 , 10 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 8 , 11 , 13 , 15}
{0 , 1 , 2 , 8 , 10 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

145



{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 10 , 11 , 15}
{0 , 1 , 5 , 8 , 9 , 11 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 2 , 3 , 6 , 8 , 9 , 10 , 15}
{0 , 2 , 6 , 7 , 8 , 9 , 12 , 15}

• C = 9

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 11 , 12 , 15}
{0 , 1 , 4 , 9 , 10 , 11 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 10 , 12 , 15}
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 10 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 10 , 11 , 15}
{0 , 1 , 5 , 8 , 9 , 10 , 11 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 9 , 11 , 15}
{0 , 1 , 4 , 5 , 6 , 7 , 9 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 9 , 12 , 15}
{0 , 1 , 6 , 7 , 9 , 10 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 6 , 8 , 9 , 10 , 15}
{0 , 1 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 7 , 12 , 13 , 15}
{0 , 1 , 3 , 8 , 9 , 11 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 8 , 10 , 11 , 15}
{0 , 1 , 5 , 7 , 8 , 10 , 11 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 8 , 9 , 10 , 15}
{0 , 1 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 9 , 10 , 12 , 15}
{0 , 1 , 3 , 6 , 8 , 9 , 11 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 5 , 6 , 8 , 12 , 13 , 15}
{0 , 1 , 3 , 7 , 8 , 10 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 4 , 5 , 6 , 9 , 11 , 12 , 15}
{0 , 1 , 4 , 6 , 7 , 10 , 11 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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{0 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 9 , 11 , 15}
{0 , 2 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 2 , 4 , 5 , 6 , 9 , 10 , 12 , 15}
{0 , 2 , 5 , 6 , 8 , 10 , 11 , 12 , 15}

• C = 10

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 8 , 11 , 13 , 15}
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 8 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 11 , 12 , 15}
{0 , 1 , 5 , 6 , 9 , 10 , 11 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 9 , 10 , 12 , 15}
{0 , 1 , 3 , 6 , 8 , 9 , 10 , 11 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 9 , 11 , 14 , 15}
{0 , 1 , 2 , 6 , 8 , 9 , 11 , 12 , 14 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 7 , 8 , 10 , 12 , 15}
{0 , 1 , 5 , 6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 5 , 6 , 7 , 9 , 11 , 12 , 15}
{0 , 1 , 4 , 5 , 6 , 7 , 10 , 11 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 9 , 10 , 11 , 15}
{0 , 1 , 5 , 6 , 7 , 9 , 10 , 11 , 12 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 8 , 9 , 10 , 12 , 15}
{0 , 1 , 3 , 6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 12 , 15}

• C = 11

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 9 , 10 , 14 , 15}
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 8 , 11 , 14 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 7 , 8 , 9 , 10 , 13 , 15}
{0 , 1 , 2 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 12 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 9 , 11 , 12 , 15}
{0 , 1 , 3 , 4 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 , 13 , 15}
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 8 , 9 , 10 , 12 , 15}
{0 , 1 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 , 13 , 15}
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• C = 12

{0 , 1 , 2 , 4 , 5 , 6 , 7 , 9 , 11 , 12 , 13 , 15}
{0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 7 , 8 , 10 , 11 , 12 , 13 , 15}
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A.7 Frequenze di Z-set in Z

Di seguito si riporta la tabella delle frequenze dei rilevamenti di Z3-set in
Zm, al variare di m con relative ripartizioni al variare della cardinalità dei
set.

numero di set Z-set di cardinalità
E #fp 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 Totale #Z-set/#fp
11 528 2 0 0 2 4 0.76%
12 1056 4 0 8 12 1.14%
13 2080 2 4 4 14 24 1.15%
14 4160 2 2 4 22 2 32 0.77%
15 8256 8 12 28 16 8 2 74 0.90%
16 16512 4 10 50 20 12 14 110 0.67%
17 33166 2 6 12 80 32 22 54 4 212 0.64%
18 65792 2 4 6 88 66 32 90 18 4 10 320 0.49%
19 131328 2 6 18 126 76 64 198 30 24 32 576 0.44%
20 262656 2 4 8 156 78 86 296 72 42 100 4 848 0.32%

Tabella A.5: Frequenze e ripartizione per cardinalità degli Z-set negli interi,
al variare dell’estensione est sino a E = 20. Con #fp si intende il numero di
forme primarie (e quindi delle set-class) di estensione E, con #Z-set si intende
il numero degli Z-set.
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Appendice B

Algoritmi e codici

B.1 Classi Java

Per la ricerca degli ZM -set e per tutte le operazioni ad essa correlate è stato
necessario scrivere ex novo apposito codice. Inizialmente abbiamo utilizzato
Matlab e il suo linguaggio per i nostri scopi1; tuttavia al crescere dell’indice
m del gruppo Zm di riferimento, la ricerca in Matlab diventava piuttosto
farraginosa. Per ottimizzare la velocità abbiamo deciso perciò di riscrivere i
programmi in linguaggio Java.

Il risultato sono le seguenti tre classi:

• la classe SetDiNote, con attributi un vettore insieme di interi (dichia-
rato come Vector<Integer>) e un intero modulo≥ 0, rappresentante il
set di note dato dal vettore insieme con riferimento al gruppo Zmodulo

(se modulo= 0 stiamo operando nell’anello degli interi, Z);

• la classe VettoreIntervallare, con attributi un vettore vettore di
interi (dichiarato come Vector<Integer>) e un intero modulo≥ 0, rap-
presentante il vettore intervallare vettore con riferimento al gruppo
Zmodulo (se modulo= 0 stiamo operando nell’anello degli interi, Z);

• la classe principale CercaZ di ricerca degli ZM -set, che riceve dalla linea
di comando una serie di argomenti - nell’ordine: indice m del gruppo
Zm di riferimento, intero M ≥ 2 dell’ordine degli ZM -set da cercare
(se M = 2 si tratta di semplici Z-set), cardinalità C dei set da cercare,
eventuale (necessaria se m = 0) estensione massima est dei set da
cercare, eventuali altri parametri stringa come ‘‘solo’’ per cercare in
Z i set di estensione esattamente est (e non anche quelli con estensioni
minori), ‘‘ght’’ per distinguere quali set siano rilevabili mediante il

1Non si riporta in questa sede il codice Matlab, mentre ci si sofferma sul sostanzialmente
analogo codice Java. Tuttavia i listati dei file di Matlab sono a disposizione di chiunque
ne avesse necessità.
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GHT, ‘‘solo primarie’’ per effettuare solo una computazione del
numero di forme primarie, ‘‘no lista’’ per non stampare a schermo
la lista degli ZM -set, ‘‘su file’’ per risparmiare memoria RAM e
operare una scrittura su file di forme primarie e M-vettori, ‘‘to SQL’’
per trasferire l’operazione di ricerca uguaglianze al Query Browser
di MySql e ottenere a schermo i risultati, ‘‘to SQL graduale’’ per
trasferire set per set, vettore per vettore, le informazioni a MySql;

cui vanno ad aggiungersi:

• la classe GestoreDB, che si occupa del rapporto tra il programma Java
e un database esterno;

• la classe Risultato, che rappresenta il singolo risultato nell’interco-
municazione tra applicazione e database.

Lo schema degli attributi e dei metodi delle classi è rappresentato in
figura B.1. Ciò che i var̂ı metodi fanno è già esplicito nel loro nome, tuttavia
un descrizione accurata la si può trovare nei commenti ai listati.

B.2 Algoritmi per la ricerca degli ZM-set

La ricerca degli ZM -set viene svolta sostanzialmente in tre passi (come
evidenziato anche nei commenti al listato di CercaZ):

(i) Compilazione della lista delle forme primarie.

(ii) Computazione degli M-vettori.

(ii) Ricerca delle uguaglianze tra gli M-vettori.

B.2.1 Compilazione della lista delle forme primarie

Compilare una lista delle forme primarie significa in sostanza enumerare
tutte le set-class.

Un primo algoritmo è quello implementato nella classe SetDiNote, nel
metodo getListaFormePrimarie. L’algoritmo ivi implementato scorre via
via le

(
m
C

)
combinazioni possibili di scelta di C note su m, operando su di

ognuna un test di primalità, cioè verificando per ognuna se la sua forma
primaria coincide con la combinazione stessa.

Questo perché per la riconduzione a forma primaria di un set viene utiliz-
zato un algoritmo snello e poco oneroso dal punto di vista computazionale.
Un primo algoritmo rispecchia infatti sostanzialmente l’Algoritmo 4.7 espo-
sto a pag. 29: si calcola l’arcata del set di note, si calcolano le altre m − 1
arcate ottenute dalla permutazione circolare della prima (corrispondenti alle
trasposizioni), e se il set non è autoinvertibile (cioè se non coincide con il
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Figura B.1: Diagramma delle classi, degli attributi e dei metodi. Sotto al
nome di ogni classe (in grassetto) nell’ordine vi sono la cella degli attributi e
la cella dei metodi. Gli attributi e i metodi segnalati con un segno + sono
pubblici, con un segno − sono privati.

153



proprio inverso) si calcolano anche le m arcate delle trasposizioni dell’inver-
so; tra tutti questi set si sceglie quello degli altri, nel senso della Definizione
4.11: sono al massimo 2m calcoli d’arcata (lineari in C) e per ognuna al
massimo dC/2e controlli.

Notando che, naturalmente, molte delle 2m arcate sopra calcolate an-
dranno a coincidere (ad esempio perché arc({1, 2, 6}) = arc({2, 3, 7}), e cos̀ı
via), un primo raffinamento di questo algoritmo consiste semplicemente nel
considerare invece delle arcate di tutte le trasposizioni del set e dell’inver-
so, solo le arcate dei set che contengono lo zero, e si riduce cos̀ı il numero
di arcata all’arcata originale, all’eventuale inversa e alle loro permutazioni
circolari, per un massimo di 2C arcate e relativi controlli.

Si può migliorare ancora l’efficienza andando preventivamente a contare
le p ≤ C occorrenze del minimo nell’arcata originale, e quindi andando a
considerare solo le arcate che iniziano con il minimo, che sono quindi al
massimo 2p ≤ 2C, e il caso limite di 2C non si concretizza quasi mai,
essendo in buona sostanza solitamente p ben minore di C. Dunque il test di
primalità è discretamente veloce.

Ergo: il grosso della compilazione delle liste è dato dal numero di test di
primalità, cioè dal numero combinazioni, e quindi dal coefficiente binomiale(
m−1
C−1

)
- infatti che lo zero debba essere presente in ogni forma primaria

è fatto acquisito: si tratta quindi di disporre C − 1 note su m − 1 posti.
L’algoritmo che esegue il tutto è piuttosto tipico, ed è implementato nel
metodo getListaFormePrimarie della classe SetDiNote.

I casi più interessanti e prolifici per la ricerca sono i casi in cui tale
coefficiente è massimo, cioè i casi in cui m = 2n e C = n. Essi sono
dunque anche i casi computazionalmente “peggiori”. Per questi casi vale
una semplice proposizione.

Proposizione B.1.

costo comput{m = 2n, C = n} ≈ 4 · costo comput{m = 2(n−1), C = n−1}

Dimostrazione. Abbiamo visto che il numero di costo computazionale va
come

(
m−1
C−1

)
. Nel caso in ipotesi(

2n− 1
n− 1

)
=

(2n− 1)!
(n− 1)!n!

=
(2n− 3)!(2n− 2)(2n− 1)
(n− 2)!(n− 1) · (n− 1)!n

=
(

2(n− 1)− 1
(n− 1)− 1

)
· 2(n− 1) · (2n− 1)

(n− 1) · n

=
(

2(n− 1)− 1
(n− 1)− 1

)
· 2(2n− 1)

n
≈ 4
(

2(n− 1)− 1
(n− 1)− 1

)
.

Dato che il costo computazionale quadruplica passando da m a m + 2,
ne discende immediatamente che
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Proposizione B.2. Il costo computazionale della ricerca delle forme pri-
marie è esponenziale nel parametro m; in particolare è O(2m).

È chiaro quindi che, per la ricerca ad esempio dei Z4-set, il solo tempo
di calcolo delle forme primarie quadruplica al passaggio da m = 2n a m =
2(n+1). Ciò significa, ad esempio, che per passare dal controllo di m = 28 a
m = 32 il fattore di dilatazione del tempo di calcolo è circa 16. Questa è una
delle ragioni per cui Fripertinger in [10] propone che per grandi m si utilzzi
un campionamento probabilistico delle forme primarie - campionamento che
tuttavia per i nostri scopi di ricerca delle frequenze degli ZM -set ha evidenti
incompatibilità di fondo.

Caso dell’anello degli interi

Nel caso dell’anello degli interi la verifica della primalità della forma è quasi
immediata, poiché si riconduce al semplice calcolo dell’arcata e alla veloce ve-
rifica dell’orientamento del set, verifica che si concretizza in al più dC/2e con-
trolli relazionali tra le entrate dell’arcata. Non cambia però, naturalmente,
l’ordine del problema.

Un orderly algorithm

Tornando al caso m ≥ 2, l’aspetto positivo dell’algoritmo sopra esposto è la
velocità nel test di primalità. L’aspetto negativo è che per trovare tutte le
forme primarie, l’algoritmo va a controllare tutte le possibili combinazioni di
C−1 note in m−1 posti. In sostanza, è un algoritmo a “bruta esaustione”.

Il problema è più generale: preso un insieme S su cui è definita una
certa relazione di equivalenza, l’idea che per cercare un rappresentante per
ogni classe si debba andare a fare un test su ogni elemento dell’insieme
è piuttosto dispendiosa. Read, in [26], affronta il problema, coniando il
termine “orderly algorithm” per quella classe di algoritmi che trovano il
rappresentante di ogni classe precisamente una volta2 e senza ridondanza di
ricerca. Read propone poi un proprio algoritmo, noto con il nome di Read’s
Orderly Algorithm, che si adatta piuttosto bene al problema particolare della
ricerca di forme primarie, ma ha la pecca di essere completamente ricorsivo,
nel senso che per cercare le forme primarie di cardinalità C l’algoritmo ha
bisogno di cercare prima tutte le forme primarie di cardinalità C − 1, che a
loro volta sono costruite con le forme primarie di cardinalità C − 2, e cos̀ı
via. Ciò è piuttosto seccante se si desidera mirare direttamente alla ricerca
di forme primarie di una certa cardinalità C.

Collins, in [9], propone i suoi miglioramenti al Read’s Olderly Algorithm.
Egli innanzitutto segue Read nell’introduzione dell’intuitiva codifica binaria

2Fare un test di primalità su tutte le configurazioni possibili significa sostanzialmente
trovare ogni forma primaria all’incirca 2n volte, e si riducono a circa 2C se consideriamo
fissato lo zero. Questo è ciò che si vorrebbe evitare.
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di un set di note S mediante la funzione

χS(i) =
{

1, se i ∈ S;
0, se i /∈ S.

mediante la quale ogni set può essere espresso nella sua forma vettoriale
binaria

{χS(i) : i ∈ Zn}
che, ad esempio, per il set S = {0, 1, 3, 8} in Z12 è [1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0].
Questa operazione è implementata nella classe SetDiNote dal metodo statico
binaryCode.

A ogni set S espresso in forma vettoriale binaria Collins, seguendo Read,
va poi ad associare un unico intero dato da

code ({χS(i) : i ∈ Zn}) =
n−1∑
i=0

χS(i)2n−1−i.

cioè dato sostanzialmente dalla codifica in base 10 della forma vettoriale vista
come numero in base 2, operazione implementata nella classe SetDiNote dal
metodo statico decimalCode. Ora si può ben scegliere il rappresentante di
una classe come il set della classe avente codifica decimale massima (per in-
ciso, tale scelta coincide esattamente con la scelta operata con la definizione
4.8 e l’algoritmo 4.7). Facendo conto che il gruppo diedrale di trasposizioni
e inversioni non è ampio (avendo cardinalità 2m), Collins propone quindi
come test di primalità:

- generare il set di note;

- controllare il codice di ogni trasposizione e/o inversione del set.

Egli propone quindi l’algoritmo seguente:

• trattamento dei casi banali C = 0, 1,m− 1,m;

• riconduzione a insiemi più piccoli mediante complementazione: se k >
bm/2c, k � m− k;

• creazione di uno stack contentente il vettore binario [1000...], unica
forma primaria di cardinalità 1;

• mentre lo stack non è vuoto:

– prendere il primo elemento dello stack come pivot;
– generare i candidati dal pivot per aumentazione dal pivot, ag-

giungendo un 1 in tutte le plausibili posizioni a destra dell’ultimo
1 già presente3;

3Ad esempio, se il pivot è [101000] e C = 4, i candidati saranno [101100], [101010] ma
non [101001], poiché non vi sarebbe più alcun posto a destra dell’ultimo 1 per aggiungere
il quarto 1 necessario affinché la cardinalità del set sia 4.
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– eseguire il test di primalità sui candidati, e rifiutare i candidati
che non siano forme primarie;

– se il numero di 1 nei candidati rimanenti è m, il candidato è una
delle forme primarie cercate, altrimenti accodare il candidato allo
stack.

Tale algoritmo, implementato ad albero come nell’esempio di figura B.2,
permette di non compiere il test di primalità su quasi tutti i set, ma soltanto
su circa un terzo dei set sui quali deve operare il metodo precedente (che
chiameremo “straight”) - il tutto con il grande vantaggio di riuscire a gestire
l’albero con uno stack che non supera mai i (m− C + 1)(m− 1) numeri.

Pur non cambiando l’ordine del problema (il costo computazionale ri-
mane esponenziale nel parametro m), la diminuzione del numero di test di
primalità operati, come mostrato dalla Tavola B.1, è un gran vantaggio.

Il maggior problema però dell’algoritmo Read-Collins sta invece nella
farragine computazionale all’interno dei test di primalità: computare 2m
volte la funzione code, e quindi la somma delle potenze di due è molto più
oneroso e meno immediato dell’analisi dell’arcata effettuata dall’algoritmo
getListaFormePrimarie.

È possibile dunque creare un algoritmo ibrido, in cui lo schema di base
è dato dall’impianto algoritmico di Read-Collins, ma il test di primalità si
svolge come esposto a pag. 154, quindi con al più (caso limite) 2C cal-
coli d’arcata, ciascuno lineare in C, e dunque nel caso più sfavorevole con
O(C2) operazioni - ma che mediamente congetturiamo essere di O(C log C).
Viceversa, il metodo Read-Collins prevede 2m test di primalità, ciascuno ef-
fettuato addizionando C termini, ognuno costituito da una potenza di due,
cioè moltiplicando il 2 per sé stesso un numero medio di volte pari a C/2, per
un costo computazionale complessivo di O(mC2), anche peggio di O(C3).

Ad ogni modo, oltre al metodo getListaFormePrimarie, abbiamo an-
che implementato in getListaFormePrimarieReadCollins il metodo di
Read-Collins e in getListaFormePrimarieIbrido il metodo ibrido appena
descritto, tutti nella classe SetDiNote.

Il confronto tra i tempi di esecuzione è stilato nella Tabella B.2.

m = 20, C = 10 m = 22, C = 11 m = 24, C = 12
straight 92378 352716 1352078

Read-Collins 29397 100388 347760
straight/Collins 3,1424 3,5135 3,8880

Tabella B.1: Confronto tra numero di test di primalità tra algoritmi per la
redazione della lista di forme primarie. L’algoritmo straight è quello descritto
alle pagg. B.2.1 e B.2.1, implementato in getListaFormePrimarie; l’algoritmo
Read-Collins è quello (descritto da pag. B.2.1) che utilizza rifinitura del Read’s
Orderly Algorithm.
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m = 20, C = 10 m = 22, C = 11 m = 24, C = 12
straight 2 sec 10 sec 40 sec

Read-Collins 7 sec 30 sec 138 sec
ibrido 1 sec 3 sec 11 sec

Tabella B.2: Confronto tra i tempi di calcolo tra gli algoritmi per stilare la
lista di forme primarie. Benché l’algoritmo di Read-Collins abbia un numero
di test di primalità pari circa a un terzo dei test dell’algoritmo straight, su un
Pentium 1.60GHz impiega un tempo ben maggiore degli altri, poiché la sua
gestione dei test di primalità è più computazionalmente onerosa. L’algoritmo
ibrido somma i vantaggi di un test di primalità efficiente e di una ricerca ad
albero dei candidati - perciò risulta essere di gran lunga il più efficiente.

B.2.2 Computazione degli M-vettori

Il secondo passaggio riguarda il calcolo degli M -vettori dei set facenti parte
della lista delle forme primarie precedentemente trovata.

Un metodo per M = 2

Nel caso di M = 2 è stata implementato un algoritmo che ottiene il 2-vettore
(cioè il vettore intervallare) dalle frequenze delle entrate di un triangolo
costruito additivamente, in modo simile a quanto visto nella sezione 11.1, a
partire dall’arcata. Il riempimento della matrice triangolare richiede

(C − 1) + (C − 2) + . . . + 2 + 1 =
(C − 1)C

2
operazioni,

cui si va poi ad aggiungere il calcolo delle frequenze (eseguito mediante
Collections.frequency), per un totale di operazioni comunque nell’ordine
O(C2).

Un metodo per M = 3

Qualcosa di molto analogo è stato implementato per M = 3: l’algoritmo
costruisce la matrice triangolare sull’arcata (O(C2) operazioni) e poi va ad
analizzare tutti i possibili casi di coppie aij e ahk di elementi della matrice
triangolare t.c. (utilizzando la notazione introdotta nella sezione 11.1) i >
j > h > k con h = j + 1, cioè tali che essi siano due intervalli contigui e
che dunque il set di arcata (aij , ahk,m− aij − ahk) debba essere conteggiato

158



all’interno del 3-vettore. Questo passaggio ha un costo computazionale di(
k(C − 2) + k(C − 3) + . . . + k · 2 + k · 1

)
+
(
k(C − 3) + . . . + k · 2 + k · 1

)
+

+
(
k(C − 4) + . . . + k · 2 + k · 1

)
+ . . . +

(
k · 2 + k · 1

)
+ k · 1 =

= 1 · k(C − 2) + 2 · k(C − 3) + 3 · k(C − 4) + . . . + (C − 3) · k · 2 + (C − 2) · k · 1

= k
C−2∑
i=1

i(C − 1− i)

= k

(
C

C−2∑
i=1

i−
C−2∑
i=1

i−
C−2∑
i=1

i2

)

= k

(
C

(C − 2)(C − 1)
2

− (C − 2)(C − 1)
2

− (C − 2)(C − 1)(2(C − 2) + 1)
6

)
= k

(
(C − 1)2(C − 2)

2
− (C − 2)(C − 1)(2C − 3)

6

)
= k

(C − 1)(C − 2)(3(C − 1)− (2C − 3))
6

= k
C(C − 1)(C − 2)

6
= O(C3).

con k intero positivo fissato.
L’algoritmo utilizza poi una tabella di hash per collegare il set (aij , ahk,m−

aij − ahk) all’entrata del 3-vettore in cui deve essere conteggiato. Di ciascu-
na arcata (b1, b2, b3) delle forme primarie di cardinalità 3 viene calcolato un
hash dato da

3∑
i=1

2bi ,

che è univoco al variare della forma primaria: con M = 3, infatti, se due
arcate hanno gli stessi bi (pur in posti diversi), si riferiscono alla stessa forma
primaria. Il costo computazionale di questo passaggio è quasi ininfluente,
poiché il numero di forme primarie di cardinalità 3 è assolutamente trascu-
rabile rispetto al numero di forme primarie di cardinalità C, per C grande.
Dunque complessivamente il costo di questo passo è O(C3).

Generalizzazione

Per M ≥ 4 molto probabilmente sarebbe possibile implementare algoritmi
simili ai casi M = 2 e M = 3, con un costo computazionale che conget-
turiamo essere O(CM ) - tuttavia sicuramente all’aumentare di M si perde
l’univocità dell’hash dato dalle potenze di 2.

Metodo generale

Conviene applicare in tali casi un algoritmo generale che si fonda sulla defini-
zione stessa di M -vettore, che va cioè a cercare, mediante il metodo embeds,
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quante copie delle varie forme primarie di cardinalità M sono contenute nel
set in questione. Il costo di questa operazione è nell’ordine di NhC, dove h è
un intero positivo, C è la cardinalità del set di note e N è il numero di forme
primarie di cardinalità M in Zm. Ad esempio, se M = 2, il numero di forme
primarie di cardinalità 2 in Zm è legato al coefficiente binomiale

(
m−1

1

)
(una

nota è fissa sullo zero, l’altra varia in m − 1 posizioni), più precisamente
è pari al numero di classi resto, cioè a bm/2c. Dato che i casi più critici
per la ricerca sono quelli per cui C = bm/2c, in tali casi dunque la ricerca
medinate il metodo embeds opera con un costo computazionale O(C2), non
dissimile quindi dal metodo esposto precedentemente per M = 2.

Del tutto analogamente, per M = 3, il numero di forme primarie è legato
al coefficiente binomiale

(
m−1

2

)
= 1

2(m − 1)(m − 2) = O(m2), (la prima
nota è fissata sullo zero), e ribadendo che i casi peggiori sono quelli per cui
C = bm/2c, il costo computazionale generale (quel NhC) è di O(C3).

Dal fatto che in generale per M − 1 ≤ m− 1(
m− 1
M − 1

)
= O(mM−1)

discende immediatamente che

Proposizione B.3. Il costo computazionale dell’algoritmo generale di com-
putazione degli M -vettori è polinomiale nella cardinalità C (o anche nel
modulo m), e nel caso peggiore è O(CM ).

Non conviene quindi scrivere algoritmi particolari per M ≥ 4, bens̀ı
conviene utilizzare il metodo generale che si serve della funzione embeds, e
che abbiamo visto operare con un costo computazionale O(CM ).

B.2.3 Ricerca delle uguaglianze tra gli M-vettori

L’ultimo passo è la ricerca delle uguaglianze all’interno degli M -vettori
calcolati.

Il metodo più semplice sembra essere quello del controllo riga per riga:
per ogni riga della lista degli M -vettori, cioè, controllare se per caso tale
riga coincide con una delle righe seguenti. Se la lista degli M -vettori ha L
elementi, questo passo comporta

(L− 1) + (L− 2) + (L− 3) + . . . + 2 + 1 =
L(L− 1)

2
controlli,

una cifra che diventa piuttosto onerosa all’aumentare di m, visto che L
coincide con il numero delle forme primarie, e dunque si trasforma so-
stanzialmente come un coefficiente binomiale nel modo descritto al punto
(i).

Alcuni accorgimenti possono accelerare il lavoro, come ad esempio evi-
tare il doppio controllo degli ZM -set, o anche stilare una lista di hash (in
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tempo lineare con la lunghezza L della lista di M -vettori), ma il costo com-
putazionale resta nell’ordine di O(L2). È chiaro che in questa situazione,
dato che L ≫ C, questo passo è di gran lunga il punto più oneroso a livello
di efficienza computazionale. Anche in pratica, i passi (i) e (ii) si rivela-
no più che soddisfacenti, venendo eseguiti dal calcolatore in tempi più che
ragionevoli; non lo stesso per questo passo.

Una prima soluzione per sveltire il lavoro è paradossale: vi sono infatti a
disposizione numerosi algoritmi di ordinamento dal costo pari a O(n log n),
con n lunghezza del vettore da ordinare. Si può quindi calcolare un cer-
to hash degli M -vettori (O(L) operazioni), ordinare il vettore degli hash
(O(L log L) operazioni), verificare le uguaglianze all’interno del vettore (da-
to che le entrate uguali sono vicine, questo ora è cosa facile, e può essere
svolto agevolmente in O(L) operazioni) ed infine risolvere le collisioni di ha-
sh, cioè verificare effettivamente che se due righe hanno hash uguali siano
uguali anche i relativi M -vettori (e scegliendo opinatamente l’hash si può
limitare i cosiddetti “falsi hash” e rendere quasi trascurabile questo passag-
gio), per un totale sostanziale di O(L log L) operazioni - una quasi linearità
in L.

La soluzione migliore sembra però quella di utilizzare un gestore di da-
tabase esterno, come ad esempio MySql, di trasferire tutta la lista degli
M -vettori4 (operazione eseguibile in un tempo lineare con L), e infine di
lanciare una query (direttamente dalla classe java o manualmente dal bro-
wser di MySql) per verificare le occorrenze multiple di vettori nella lista.
In questo modo, si delega a MySql il compito della ricerca delle uguaglian-
ze, confidando nel fatto che il metodo adottato sarà con ogni probabilità il
migliore possibile.

L’implementazione messa a punto permette l’adozione di una qualsiasi
di queste soluzioni, semplicemente aggiungendo un parametro alla riga di
comando. Di default, la soluzione adottata è quella del controllo riga per
riga; aggiungendo il parametro to SQL l’intera tabella degli M -vettori viene
trasferita a MySql, che si accolla il compito di cercare le uguaglianze e resti-
tuisce i risultati in output; aggiungendo il parametro to SQL graduale non
viene trasferita l’intera tabella degli M -vettori (che può occupare non poca
memoria) ma viene trasferito vettore per vettore - questo metodo consente
un notevole risparmio di memoria, ma prevede che l’operazione di ricerca
uguaglianze vada poi fatta “manualmente” dalla riga di comando del browser
di MySql.

B.3 Listati delle classi

I listati di tutte le classi java sono reperibili in rete all’indirizzo
4Per questioni di efficienza, ogni vettore viene trasferito come stringa i cui elementi

sono distanziati da una virgola.

161



www.webalice.it/dghisi/Zrelation.zip

oppure possono essere richiesti direttamente all’autore mediante comunica-
zione via email all’indirizzo dghisi@alice.it.
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Figura B.2: Esemplificazione dell’albero creato dall’algoritmo di Read-Collins
nel caso di ricerca delle forme primarie di cardinalità 3 in Z6 (cioè C = 3,
m = 6). I contorni tratteggiati indicano i set che non passano il controllo
di primalità (e dunque costituiscono “rami morti”), il contorno più marcato
indica le forme primarie che l’algoritmo resituisce in output.
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